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NICEL KARAR VERMEDE ILERI ISTATISTIKSEL YAKLASIMLAR

Ozet

Finansal wvarlik fiyatlarinin modellenmesinde geleneksel olarak
Brownian hareketine dayanan ve normal dagilim varsayimi igeren stirekli
modeller (Black-Scholes gibi) kullanilmaktadir. Ancak son yillarda yapilan
ampirik calismalar, finansal getiri dagilimlarinin ¢arpik ve agir kuyruklu
oldugunu, volatilite kiimelenmeleri barmdirdigini ve fiyat yoriingelerinin
sireklilik arz etmeyip ani sigramalar icerdigini goOstermektedir. Bu
calismada, klasik difiizyon modellerinin o6zellikle kisa wvadeli fiyat
hareketlerini ve piyasa mikroyapisini agiklamada yetersiz kaldigi; SLM hisse
senedi ve S&P 500 endeksi verileri iizerinden yapilan karsilastirmalarla
ortaya konulmaktadir. Caligma, normal dagilimdan sapmalari ve piyasa
dinamiklerindeki siireksizlikleri daha iyi temsil eden Lévy tabanh
yaklagimlara odaklanmaktadir. Bu baglamda, opsiyon fiyatlamasinda
volatilite giilimsemesini agiklama ve risk yoOnetiminde daha gercekei
sonugclar liretme kapasitesine sahip olan sigrama-difiizyon (jump-diffusion)
ve saf sicrama (pure jump) siiregleri ele alinmaktadir. Bu modellerin teorik
temelleri ve finansal modellemedeki ustiinliikleri detayli bir sekilde
tartigilmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Nicel Finans, Lévy Siirecleri, Sigrama-Difiizyon
Modelleri, Saf Sigrama Siiregleri, Brownian Hareketi, Finansal Modelleme.

JUMP-DIFFUSION AND PURE JUMP PROCESSES IN
QUANTITATIVE FINANCE MODELS: LEVY-BASED
APPROACHES

Abstract

Traditionally, continuous models based on Brownian motion and the
assumption of normal distribution (such as Black-Scholes) have been used to
model financial asset prices. However, recent empirical studies demonstrate
that financial return distributions are skewed, exhibit heavy tails and
volatility clustering, and that price paths are not continuous but rather contain
sudden jumps. This study highlights the inadequacy of classical diffusion
models, particularly in explaining short-term price movements and market
microstructure, through comparisons using SLM stock and S&P 500 index

38



NICEL KARAR VERMEDE ILERI ISTATISTIKSEL YAKLASIMLAR

data. The study focuses on Lévy-based approaches, which better represent
deviations from the normal distribution and discontinuities in market
dynamics. In this context, jump-diffusion and pure jump processes, which
have the capacity to explain the volatility smile in option pricing and produce
more realistic results in risk management, are examined. The theoretical
foundations of these models and their advantages in financial modeling are
discussed in detail.

Keywords: Quantitative Finance, Lévy Processes, Jump-Diffusion
Models, Pure Jump Processes, Brownian Motion, Financial Modeling.
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1. Giris

Diinya genelinde 150’den fazla finansal piyasa yer almakta ve bu
piyasalarda varlik fiyatlarinin dinamik yapisi son yiizyilda yogun bir sekilde
matematiksel olarak modellenmeye calisilmaktadir. Ik ¢aligmalarda, fiyat
degisimlerindeki siirekliligi ve normal dagilim ozelliklerini temel alan
Brownian hareketine dayanan modeller 6n plana ¢ikmaktadir (Bachelier,
1900). Modern finans matematigi temellerini olusturan bu yaklasim,
ilerleyen donemlerde Black ve Scholes’un (1973) opsiyon fiyatlama
modeliyle standart bir forma doniistiiriilmiistiir. Ayrica, 1970’lerin
baglarindan itibaren yapilan ampirik arastirmalarda, finansal getirilere ait
dagilimlarin carpik ve agir kuyruklu olduklari;; bunun yani sira bu
dagilimlarin volatilite kiimelenmeleri barindiran ve genellikle sicramali1 bir
yapiya sahip olduklar1 goriilmektedir.

Fiyatlandirma ve fiyatlarin modellemesi i¢in kullanilan rastgele siiregler
evreninde en 6nemlisi kuskusuz Brownian hareketidir. Brownian hareketi ve
finansal modelleme, bagindan beri ayrilmaz bir sekilde baglantilidir.

Sekil 1’de 1993-1996 donemi igin SLM (NYSE) hisse fiyati
logaritmasinin gelisimi ile ayn1 verimlilik ve volatiliteye sahip tipik bir
Brownian hareketi yoriingesinin karsilastirilmasi verilmistir.

Sekil 1. 1993-1996 donemi icin SLM (NYSE) hisse fiyati logaritmasinin gelisimi
ile Brownian hareketi yomngestmn karsilastirilmasi
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Brownian hareketinin Onemli bir 0&zelligi, Ornek yoriingelerinin
stirekliligidir. t — B, yo0riingesi zamanin stirekli bir fonksiyonudur. Ancak
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hisse senedi piyasasi verilerine dayali ampirik kanitlar, Brownian hareketinin
aksine, fiyat yoriingesinde siireksizlikler olarak gdriinen sigramalarin
varligmmi gostermistir. Sekil 1, SLM hisse senedi fiyatinda Brownian
hareketinin aksine, fiyat yoriingesinde ani sigramalarin oldugu bir donemi
gostermektedir.

Brownian hareketinin  bir diger Onemli oOzelligi dlgekleme
degismezligidir (Scale invariance). Brownian hareketinin 6zellikleri tiim
zaman dilimlerinde aynidir.

Sekil 2. 1993 Ocak-Mart donemi icin SLM (NYSE) hisse fiyati logaritmasinin
gelisimi ve Black-Scholes modelinin karsilagtirilmast
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Sekil 2, dnceki diyagramin ii¢ yillik periyodunun ilk ¢eyreginin (1993
Ocak-Mart donemi) yakinlastirilmis halini  gdstermektedir. Sekil 2
incelendiginde, (soldaki sekil) Brownian ydriingesinin, Sekil 1°deki egriye
benzedigi, ancak (sagdaki sekil) hisse senedi fiyatinin gelisimi, 6lgekleme
degismezliginin aksine sicramalarin daha goriiniir oldugu dikkat
¢ekmektedir. Fiyatlarin  davranisina daha yakindan bakildiginda,
farkliliklarin daha belirgin hale geldigi gortilmektedir.

Sekil 3, SLM’nin Subat 1993°teki bir aylik donemdeki gelisimi ile aym
zaman dilimindeki Brownian hareketi yoriingesinin kargilastirilmasini
gostermektedir.
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Sekil 3. Subat 1993 icin SLM (NYSE) fiyat davranisi ile ayni volatiliteye sahip
Black-Scholes modelinin karsilagtirilmast

|

Sekil 3 incelendiginde, Brownian yoériingeleri ii¢ yillik ve ii¢ aylik
donemlerde benzer goriinse de, bu siire zarfinda gercek piyasa fiyatlarinin
davranis1 asag1 yonlii biiyiik sicramalar igerirken, Brownian modeli siirekli
davranisini siirdiirmektedir.

Sekil 4. 11 Subat 1993 tarihi icin SLM (NYSE) fiyat davranisini ile ayni
volatiliteye sahip Black-Scholes modelinin karsilastirilmast
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Son olarak, Sekil 4’te 11 Subat 1993 i¢in model karsilagtirmalar
verilmistir. Burada verilen giinliik karsilastirmaya dikkat edildiginde, fiyat
hareketinin sadece sigramalarla oldugu, Brownian modelinin ise ufuk
boyunca siirekli davranigini siirdiirdiigii goriilmektedir.

Bu nedenle gergcek verilere daha uyumlu olabilecek modellerin
gelistirilmesi gerekliligi giindeme gelmistir (Cont ve Tankov, 2004). Bu
durumlar, klasik diflizyon modellerinin finans verilerini agiklamada énemli
sinirliliklara sahip oldugunu gostermistir. Bunun sonucunda ise finansal
modellemenin merkezine; Lévy siiregleri, sigrama-difiizyon modelleri, pure
sigrama modelleri ve zaman degistiren Lévy siiregleri yerlesmistir
(Schoutens, 2003; Cont ve Tankov, 2004; Tankov, 2004).
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Finansal modellemede, Lévy siireclerini  kullanmanin  temel
motivasyonu, varlik getirisi dagilimina daha iyi uyum saglamasidir. Ornek
olarak S&P 500 endeksinin giinliik getirisi ele alinmig ve Sekil 5’de
maksimum ve minimum giinliilk normal getiri sirasiyla 7.9967 ve -21.1550
civarinda oldugu gézlemlenmistir.

Sekil 5’de Haziran 1980°den 31 Aralik 2005’e kadar S&P 500 endeksinin
giinliik getiri histogrami verilmistir. Bu grafikte yogunluk N(0,1) seklinde

belirlenmistir.

Sekil 5. Haziran 1980-31 Araltk 2005 S&P 500 endeksinin giinliik getiri
histogrami
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Z standard normal dagilimi kullanildiginda, P(Z < —21.1550) =
4 x 107197 olmaktadir. Béyle bir olaym 15 trilyon yilda bir gergeklesmesi
gerektigi gibi bir diinya yasamu ile karsilasilmakta ve 25 yillik bir siirecte
meydana geldigi gézlemlenmektedir. Agik¢a, S&P 500 endeksinin normal
giinliik getirisi olan Sekil 5’teki histogram, daha uzun siireli zirveler ve iki
belirgin asimetrik kuyruk gdstermektedir. Uzatilmig dagilim, normal
dagilima gore daha fazla basikliga sahiptir. Bu, uzun bir zirve ve daha
belirgin bir kuyruk sergilemektedir.

Black-Scholes gibi finansal piyasalarin getiri siirecinin klasik modeli
log-normal diflizyon siirecini igermektedir. Bu siireclerin getirilerinin
logaritmasi normal bir dagilima sahiptir. Ancak bazi durumlarda gergek
piyasalar bu ideal modelden sapmaktadir. Piyasa verilerinin, log-normal
modelde bulunmayan bazi daha gercekgi Ozellikleri dikkate almasi
gerekmektedir. Hisse senedi piyasalarmin getirilerinin logaritmasindaki
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sigrama ve pure sigrama siireglerini barindirmaktadir. Ayrica, piyasa fiyatlari
siirecinde dagilimin daha uzun oldugu ve kuyruklarin daha kalin oldugu
gercegi, normal dagilim modeline uymamaktadir. Bu ampirik gozlemlere
dayanarak, bu yeni 6zellikleri modellemek i¢in Lévy siireci gibi sigramali en
basit Markov modeli kullanilmistir (Hanson ve Westman, 2002).

Lévy siirecleri, siirekli ve siireksiz bilesenler barindiran genis bir
stokastik siire¢c siifini temsil etmektedir. Bu siire¢ler bagimsiz ve duragan
artislara sahip olduklarindan finansal getirilerin ampirik 6zelliklerini
modellemek i¢in ¢ok iyi bir esneklik saglamaktadir. Bundan dolayi, modern
nicel finans literatiiriinde varlik getirilerinin incelenmesinde standart
Brownian hareketinin yerine Lévy siireglerinin kullanilmas1 hem teorik hem
de ampirik acidan bir zorunluluk olusturmaktadir (Breiman, 1968; Karatzas
ve Shreve, 1998; Protter, 2005).

Sicramal1 modeller, varlik fiyatlarinin siirekli dalgalanmalarin yani sira
ani ve bilyiik degisimlerle de karakterize edildigi gergegini dikkate
almaktadir. Bu modellerin gerekliligi asagida verilen teorik ve ampirik
temellere dayanmaktadir.

v Ampirik bulgular sicramalarin varhigini acik¢a gosterir: 1lkin Press
(1967) tarafindan finansal varliklarin bilesik Poisson siiregleri ile iyi; daha
sonra Merton (1976) tarafindan, sicramali fiyat modelleri gelistirilerek varlik
getirilerinin dagilim dzelliklerinin ¢ok daha iyi temsil edilebilecegi gosteril-
mektedir. Bu ¢aligmalar getirilerin; yiiksek basiklikli, agir kuyruklu ve garpik
oldugunu ortaya koymaktadir (Eberlein ve Keller, 1995; Carr vd., 2002).

v' Opsiyon fiyatlamasinda piyasa uyusmazliklarimi agiklar: Black—
Scholes modeli, ortiik volatilite giilimsemesini agiklamakta yetersiz kalmak-
tadir. Sigramali modeller (Merton, Kou Cift Ustel Modeli, VG, CGMY gibi),
opsiyon fiyatlamasinda ¢arpikligi ve basikligi kontrol edebildiklerinden pi-
yasa fiyatlariyla daha dogru eslesmeler saglamaktadir (Merton, 1976; Madan
vd., 1998; Kou, 2002; Schoutens, 2003).

v’ Risk yonetimi acgisindan daha gergekgi bir yapi sunar: Sigrama bile-
senleri; VaR hesaplamalarinda, kuyruk risk degerlendirmelerinde ve stres se-
naryolarinda Ol¢iimlerin gergek¢i olmasimi saglamaktadir (Eberlein vd.,
1998).

v Sonsuz aktivite modelleri mikro yapiyi daha iyi yakalar: Finansal ve-
rilerde ytiksek frekansli degisimler, sonsuz aktiviteli modellerle daha dogru
temsil edilebilmektedir. Ornegin CGMY ve VG gibi modeller; yiiksek
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frekansh fiyat degisimlerini, islem mikroyapisini ve piyasa giiriiltiisiinii ya-
kalamada olaganiistii esneklik sunmaktadir (Koponen, 1995; Schoutens,
2003).

Bu boliimde, iki siire¢ kategorisi olan sigrama-diflizyon siirecleri ve pure
sigrama (pure jump veya saf sicrama) siirecleri detayli bir sekilde ele
almmaktadir.

2. Sicrama-Difiizyon Siirecleri

Finansal varlik fiyatlarinin  davraniglar, siirekli  ve  kiiglik
dalgalanmalarin yan1 sira ani ve biiyilk degisimlerle de karakterize
edilmektedir. Black—Scholes gibi geleneksel diflizyon modelleri, fiyat
siirecinin siirekli oldugunu varsaymakta ve bu durum gercek piyasa
verilerindeki sigramalar1 agiklamakta yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle
finansal matematikte si¢crama-difiizyon modelleri, Brownian hareketi
kaynakli siirekli oynakligt ve Poisson tipi si¢ramalar1 ayni yapida
birlestirerek fiyat dinamiklerini daha iyi temsil etmektedir (Merton, 1976;
Cont ve Tankov, 2004). Ampirik kanitlarin siirekli 6rneklem yoriingelerini
desteklemedigi tezi 1975 yilinda Merton tarafindan ortaya atilmaktadir.
Merton, hisse senedi fiyatinin siirekli bilesenini Wiener siireci olarak temsil
edebilecek bir siirecle birlikte sigrama bilesenini ifade etmek i¢in Poisson
stirecini tanimlamaktadir. Burada, hisse senedi verilerinin giris orani, Poisson
dagilimina sahip bir olayla ifade edilemktedir. Bu olaylarin bagimsiz ve
diizgiin dagildig1 varsayilmaktadir.

Bu nedenle, sigrama-difiizyon siireci, sigrama siireci ile difiizyon
stirecinin bir kombinasyonu olarak tanimlanmaktadir. Aslinda, sicrama-
difiizyon siireci, bir Black-Scholes modeline sigrama eklenmesiyle
olusmaktadir. Ger¢ek piyasa verilerinin kiigiik dalgalanmalar1 ve ani
sigramalart birlikte icerdigi gdz Oniine alindiginda, Diflizyon+Sigrama
bilesenlerinin birlikte kullanilmas1 kagmilmazdir. Bu siirecler genellikle;

Nt
Xt=Vt+UWc+ZYi
i=1
gibi ifade edilmektedir. Burada y, deterministik trendi; o, difiizyon
volatilitesini; W;, Brownian hareketini; N, Poisson siirecini ve Y;, sigrama
blytkligini gostermektedir. Bdylece, Brownian hareketi ile siirekli ve
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Poisson sicramalart ile ani degisimler tek bir stokastik modelde
biitlinlesmektedir (Hanson ve Westman, 2002).

Sigrama-diflizyon siireglerinin genel 6zellikleri asagida maddeler halinde
sunulmustur.

v’ Siireksizlik: Sigrama-difiizyon siireclerinde 6rnek yoriingeleri cadlag
yaptya sahip oldugundan sagdan siirekli ve soldan limitlidir. Bu yapi, gergek
fiyat serilerinin yliksek frekansli davranislarina uygundur (Cont ve Tankov,
2004).

v Karma siire¢ yapist: Siireg slirekli ve siireksiz bilesenler igerdiginden
difiizyon (kiiclik dalgalanmalar) ve sicramalar (biiyiilk ve ani hareketler)
barindirmaktadir. Bu yapi, sadece difiizyon veya sadece sigrama modellerine
gore ¢ok daha esnek bir yap1 sunmaktadir (Schoutens, 2003).

v Agir kuyruklu davranig: Sigrama bileseni, dagilim kuyruklarini
onemli derecede agirlastirmaktadir. CGMY, VG, NIG gibi modellerin ¢ikist
bu ampirik gereksinime dayanmaktadir (Madan vd., 1998; Carr vd., 2002).

v Volatilite giiliimsemesini agiklayabilme: Sigramalar fiyat silirecine
asimetri ve ekstra varyans ekledigi i¢in ortiik volatilite egrilerinin Black—
Scholes’e gore daha gercekei bir sekilde elde edilmesini saglamaktadir
(Ramezani ve Zeng, 1999).

v’ Ani bilgi soklarimi modelleyebilme: Ekonomik veriler, politik
aciklamalar ve sistemsel risk olaylart piyasada biiyiik sigramalar
yaratabilmektedir. Sigrama-difiizyon modelleri bu tiir olaylar1 matematiksel
olarak temsil edebilen ender modellerdir (Merton, 1976).

2.1. Merton Sicrama-Difiizyon Modeli

Finansal varlik getirilerinin siirekli kiiciik dalgalanmalardan ibaret
olmadig1, bunun yani sira ani ve biiylik hareketler icerebilecegi fikrinden
hareketle ilk sigrama-difiizyon modeli Merton (1976) tarafindan
gelistirilmistir. Brownian hareketi ve bilesik Poisson siirecini birlestirerek,
sigramali difiizyon siirecinin en basit sekli olusturulmaktadir. Bu model,
Poisson sigramalar1 ve Brownian hareketi temelli difiizyonu bir araya
getirerek finansal fiyat dinamiklerinin daha gergek¢i bigimde temsil
edilmesini saglamaktadir. Fiyatlarin normal gelisimi, rastgele zamanlarda
sigramalarin gergeklestigi difiizyon siireci tarafindan belirlenmektedir. Bu
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sigramalarin sayis1 nadir ve biiylik olaylar ve degisiklikler nedeniyle ortaya
¢ikmaktadir.

Merton’un sigrama-difiizyon siireci;

Nt
X =yt+0Wt+ZYi
i=1
seklinde tanimlamaktadir. Burada W;, Wiener siirecini; N;, yogunlugu A olan
Poisson siirecini; Y;, sigrama biiyiikliiglinli gostermektedir. Merton sigrama-
difiizyon siireci, sigrama-difiizyon siiregleri kategorisinin en iinlii modeli
taramal1 Lévy siirecleri ailesindedir (Tankov, 2004).

Merton modelindeki X, fiyat logaritma siireci i¢in sigrama biiyiikligii
Y;~N(u,6%) seklinde normal dagilimla tamimlanmaktadir. Merton
modelindeki siireksizliklerin (sigramalarin) rastgele sayisi kosulu altinda
olasilik dagilimi;

PX, € A} = z P(X, € A| N, = K}P{N, = k)
k=0

seklinde ve X; olasilik yogunlugu ise;

Ioe) k _(X—]/t—k,l,l)z}
pe(x) = e—nz @) exp{ 2(0%t + ko?)
‘ = k! 2n(o?t + ka?)
seklinde ifade edilmektedir. Drifti dikkate alinmadan Merton modeli 4
parametreden olusmaktadir. Burada; o difiizyon volatilitesini, A sigrama

Ol¢iisiinii, u sigrama degerinin ortalamasini ve § sigrama degerinin standart
sapmasini ifade etmektedir.
Merton modelinde Lévy yogunlugu;

o= Cr-1)? /487

v(x) =

5V2m
olarak tanimlanmaktadir.

Sigrama-difiizyon modellerinde Fourier doniisiim tekniklerinin
kullanilabilmesi i¢in karakteristik fonksiyonun kritik 6nemi bulunmaktadir
(Carr ve Madan, 1998). Lévy-Khinchin temsiline ve Merton modelindeki
sonlu sigrama sayisina gére Merton karakteristik fonksiyonu;
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2,,2

o
¢u) = —

g?u? .
+iyu+l{e_ 2 H’m—l}

olarak tamimlanmaktadir (Merton, 1976). Karakteristik fonksiyondaki son
terimi biiyiik sigramalardan dolay1 sonlu olmaktadir.

Merton modelinde log-fiyat siireci deterministik trend (yt), difiizyon
bileseni (cW;) ve sigrama bileseni (Zi\’:tl Y;) bilesik bilesenler yapisindan
olusmaktadir. Bu yapi;

E[X:] =t(y + Aw)

Ve

VarX, = t(o? + 162 + Au?)

seklinde Merton modelinin beklenen ve varyans degerlerini saglamaktadir.
Bu durum, sigrama bileseninin varyansa yaptigi katkiyr gostermektedir.
Burada; diflizyon bileseninin varyansi lineer yapida ve sigrama bilegeninin
varyansi ise Poisson + Normal karigimi bir yapidadir. Boylece, varlik
getirilerinin Poisson karisimi normal dagilimli oldugu séylenebilir (Press,
1967). Merton olasilik yogunlugundaki kuyruklar, Gauss modelinden daha
agir ve bu modelin tiim {istel momentleri sonludur (Merton, 1976; Cont ve
Tankov, 2004).

Sekil 6’da, sigrama degerleri ve Merton sigrama-difiizyon siireci igin
Gauss dagilimina sahip bilesik Poisson siirecinin 6rnek ydriingeleri
gosterilmektedir.

Sekil 6. Sicrama degerleri ve Merton sicrama-difiizyon siireci icin Gauss
dagilimina sahip bilesik Poisson siirecinin érnek yoriingeleri
Kk v\,

T - . | J

Sekil 6’da soldaki grafikte, Gauss dagilimma sahip bilesik Poisson
stirecinin sigrama degerlerine ait ornek yoriinge ve sagdaki grafikte ise
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Merton sigrama-difiizyon siirecinin 6rnek yoriingesi (Brownian hareketi +
bilesik Poisson) goriilmektedir.

Merton modelinde getiriler, Poisson karigimi normal dagilim1 verirken;
dagilim ise yliksek basiklik, carpiklik ve agir kuyruklar iiretmektedir
(Eberlein ve Keller, 1995; Carr vd., 2002).

Merton modelinin bazi avantaj ve sinirhiliklart bulunmaktadir. Bunlar
asagida sirayla verilmistir.

v' Matematiksel olarak yonetilebilir olmast,

v" Volatilite giilimsemesini agiklayabilmesi,

v lktisadi yorumunun gii¢lii olmasi modelin avantajlaridir (Merton,
1976).

Ayrica,

v" Normal dagilimli sigramalar biiyiik hareketleri agiklamada yetersiz
kaldigindan kuyruklarin yeterince agir olmamasi (Ramezani ve Zeng, 1999),

v Ek parametreler (o + A6 +Au) karmasikligi  artirdigindan
kalibrasyon zorluklar1 ve

v Asimetri kapasitesinin sinirli olmasi ise modelin sinirliliklaridir.

Bu modelde, normal dagilim ¢arpiklik olusturmadigindan Kou ve VG
modelleri gelistirilmistir.

2.2. Kou (Cift Ustel) Sicrama-Difiizyon Modeli

Cift istel sigrama dagilimma dayanan yeni bir sigrama-difiizyon modeli
Kou (2002) tarafindan gelistirilmistir. Bu model de, Merton modeline benzer
sekilde, varlik fiyatlarinin logaritmasi, bir Brownian hareketi ve bir bilesik
Poisson siirecin toplamindan olugsmaktadir. Bu modelde, sigcrama degerleri
cift lstel bir dagilima sahiptir. Modelin, Merton modelinden farki,
momentlerinin daha kolay hesaplanabilir olmasidir. Zira Merton’un normal
dagilimli sigrama varsayiminin finansal piyasalarda gozlenen carpiklik ve
agir  kuyruk davramigim yeterince aciklayamadigi  belirtilmektedir.
Gelistirilen yeni model, sag ve sol kuyruklarin iistel bigimde agirlagsmasini
saglayarak ger¢ek piyasadaki ani diisiis ve yiikselisleri daha hassas bigimde
yakalamaktadir (Kou, 2002). Ozellikle értiik volatilite giiliimsemesi, fiyat
¢okiisleri, haber duyurularina verilen ani tepkiler gibi davranislarin
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modellenesinde Merton’a kiyasla daha basarili sonuglar sunmaktadir
(Ramezani ve Zeng, 1999; Cont ve Tankov, 2004).
Modelin matematiksel yapis1 ve sigrama miktari,

fr() =pnie ™Y1, + qnae™1,

gibi asimetrik bir ¢ift iistel dagilima sahiptir. Burada, n; pozitif sigrama
degerlerinin dagilimi i¢in bir parametre, 1, negatif sigrama degerlerinin
dagilimi i¢in bir parametre, p,q € [0,1] ise yukar1 ve asagi si¢crama
olasiliklarimi gostermektedir. o, difiizyon volatilitesi; A, sigrama 6l¢iisii; 1y,
pozitif sigrama degeri i¢in dagilim parametresi; n,, negatif sicrama degeri
icin dagilim parametresi; p ve q, sicrama degerlerinin yoniinii ve olasiligini
belirleyen parametreler olmak {izere Kou modelinin bes parametresi
bulunmaktadir. Sigramalarin Lévy yogunlugu;

v(x) = pAne 1  1s0 + gAnze12 1,

seklinde hesaplanmaktadir. Bu yogunluk Cont ve Tankov (2004)’un
siniflandirmasinda “sonlu aktivite Lévy siirecleri” sinifina girmektedir. Cift
istel dagilimin, sicrama degerinin dagiliminin genisletilmis olmasi ve bu
dagilimin benzersiz bir 6zelligi olan belleksiz (hafizasiz) olmasi seklinde iki
ilging oOzelligi bulunmaktadir. Bu o6zellikler, opsiyon fiyatlandirma gibi
konularda analitik ¢ozlimler sunmaktadir. Cift dstel sigrama diflizyon
modelinin Merton sigrama difiizyon modeline gore piyasa verilerine daha iyi
uyarlanabildigi gosterilmistir (Ramezani ve Zeng, 1999; Kou, 2002).
Kou modelinin karakteristik fonksiyonu;

1
$d(w) = exp <iuu*t - - o?u’t + At( P 2 1))
2 n—w mnNy—u

seklindedir. Burada yu* = u — %02 — Ax ile elde edilmektedir (Kou, 2002).

Kou modelinin sigrama bilegeni pozitif ve negatif yonde agir kuyruklar
iiretmektedir. Bu nedenle Kou modeli; asimetrik dagilim, yiiksek basiklik ve
agir kuyruk ozelliklerini ayn1 anda saglayabilmektedir (Eberlein ve Keller,
1995; Carr vd., 2002)

v Asimetri modelleme yetenegi: Finansal piyasalarda negatif soklar
genellikle pozitif soklara gore daha biiyiik olup bu durum n; # 1, ve p #
1/2 ile modellenebilinir.
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v Agwr kuyruk davramsgi: Ustel dagilim, normal dagilima gére daha agir
kuyruklara sahip oldugundan Kou modeli, Merton modelinin agiklayamadigi
biiylik fiyat soklarini basariyla agiklayabilmektedir (Kou, 2002). Bunlar Kou
dagiliminin 6nemli davraniglaridir.

Ayrica, Kou modeli, opsiyon fiyatlamasi a¢isindan matematiksel olarak
oldukca avantajhidir. Cift iistel dagilim, moment olusturma fonksiyonlarinin
kapali1 formda olmasi nedeniyle; Avrupa opsiyonlari i¢in analitik ¢éztimler,
Amerikan opsiyonlar1 i¢in hizli numerik yontemler ve hizli Fourier doniistim
yontemleri kolaylikla uygulanabilmektedir (Carr ve Madan, 1998; Kou,
2002). Kou modelinin opsiyon fiyatlamada Black—Scholes ve Merton
modellerine gore ¢ok daha iyi kalibrasyon performansi gosterdigi deneysel
olarak ortaya konulmustur.

Bu modelinin bazi avantaj ve sinirliliklari bulunmaktadir. Bunlar agagida
sirayla verilmistir.

v Agwr kuyruk kapasitesi: Ustel dagilimm normal dagilima gére daha
agir kuyruk olusturmast,

v Asimetriyi modelleyebilmesi: 1, = n, pozitif/negatif sok asimetrisi
elde edilmesi,

v Kapalr form ifadeleri: Karakteristik fonksiyon, yogunluk ve fiyat-
lama formiillerinin kapali formda olmasi ve

v Gergekgi haber soku yapisi: negatif haberlerin sert fiyat diisiisleri ya-
ratabilmesi ve modelin bunu agik bigimde temsil etmesi modelin avantajla-
rindandir.

v Sonsuz aktiviteyi modelleyememesi: Kou modeli sigrama sayisini
sonlu kabul etmektedir. Bu nedenle, yiiksek frekansli finans verilerini tam
temsil etmemektedir (Carr vd., 2002).

v Sigramalarin iistel dagilimi bazi durumlarda yetersiz kalmast:
CGMY veya VG gibi modeller daha agir kuyruklar iiretebilmektedir.

v Kalibrasyon metriklerinin parametre sayisini arttirmasi: modelde
P,M1,M2, A olmak tizere dort sigrama parametresi bulunmaktadir. Bunlarda
modelinin sinirliliklarint olugturmaktadir.

51



NICEL KARAR VERMEDE ILERI ISTATISTIKSEL YAKLASIMLAR

3. Pure Sicrama Siirecleri

Bu baglikta pure sigrama siiregleri ve sonsuz aktiviteli Lévy siiregleri ele
alinacaktir. Baz1 Lévy siiregleri her aralikta sonsuz sayida sigramaya sahip
olduklarindan Lévy siirecleri yalnizca sigrama-difiizyon siirecleriyle sinirli
degildir. Pure sigrama siire¢lerinde, cogu sigrama ¢ok kiiciik degerlere sahip
ve yalnizca sinirl sayida biiylik sicrama icermektedir. Pure sigcrama siireci ilk
kez sonlu aktiviteli bir pure sigrama stireci incelenerek 1976’da Cox ve Ross
tarafindan tanitilmistir. Ancak sonraki ¢aligmalar, finansal piyasa verileriyle
daha uyumlu olan sonsuz aktiviteli siireclere odaklanmistir. Hisse senedi
fiyat hareketlerini modellemede sigrama bileseninin 6nemi vurgulanmustir.
Ampirik kanitlar, hisse senedi piyasalarinda gozlemlenen fiyatlarin
logaritmasinin Lévy pure sicrama siirecleri modelleri ile daha iyi uyum
gosterdigini  gostermektedir. Geman vd. (2001)’de, finansal varlik
fiyatlandirma siireclerinde bir sigrama bileseni oldugunda siirekli olarak
meydana gelen kiigiik hareketleri ifade eden diflizyon bilesenine gerek
olmadigin ileri siirmektedir. Sigramalarin, zaman zaman meydana gelen
bliylik hareketleri gostermek icin gerekli oldugu ifade edilmektedir. Bu
siireglerde Brownian bileseni bulunmadigindan deneyler, bu modellerin
genellikle  bir  difiizyon  bileseni  eklenerek iyilestirilemedigini
gostermektedir.

Pure sigrama siirecleri, stokastik siirecin hicbir siirekli difiizyon bileseni
icermedigi, tim dinamiklerin si¢cramalar tarafindan belirlendigi Lévy
stirecleri sinifidir. Brownian hareketinin olmadigi bu siireglerde tiim varyans
ve dinamik yapi, sigramalarin frekansi, siddeti ve Lévy Olglisiiniin formu
tarafindan belirlenmektedir (Schoutens, 2003; Cont ve Tankov, 2004). Bu
simif, ozellikle finansal piyasalarda yiiksek frekansli verilerin ve mikro
yapinin modellenmesi agisindan Onemlidir. Ampirik olarak, getirilerin
stireklilikten ¢ok sonsuz aktivite iceren sigramalarla daha iyi temsil edildigi
saptanmistir (Carr vd., 2002).

Pure sigrama modelleri hiperbolik dagilimlardan CGMY ’ye kadar genis
bir literatiirii kapsamakta ve modern nicel finansin en esnek araglarini
olusturmaktadir.

(Xt) =0, pure sigrama siireci olarak tanimlanmakta ve bu siireg;
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X(6) = X(0) + Z I(T, < t)Z,,
n=1

ile ifade edilmektedir. Bu siire¢ sag-siirekli ve pargali sabit bir siire¢ olup,
burada; T;,, n. zaman sigramasi ve Z,, n. sigrama degerini gostermektedir.

Pure sigcrama modellerde Lévy 6lciisii en kritik bilesendir. Lévy 6lciisii;
sigramalarin hangi yogunlukta, hangi biiyliklilklerde ve hangi kuyruk
davranisiyla olustugunu belirlemektedir. Pure sigrama modelleri arasindaki
tim fark, Lévy oOl¢iisiiniin se¢imine dayanmaktadir. Bu modellere 6rnek
olarak; hiperbolik siire¢ (hiperbolik yogunluk), NIG (modifiye Bessel
fonksiyonlu yogunluk), VG (Gama karisimli Brownian hareket) ve CGMY
(parametrik agir kuyruk yapisi) modelleri verilebilir. Bu modellerin her biri,
farkli finansal veri 6zelliklerini yakalamak icin gelistirilmistir (Eberlein ve
Keller, 1995; Madan vd., 1998; Carr vd., 2002).

Pure sigrama siireclerinin teorik ve ampirik 6zellikleri detayli olarak ele
almmaktadir. Bu siiregin genel 6zellikleri agagida sunulmustur.

V' Siire¢ tamamen si¢cramalardan olusmaktadir: Brownian hareketi
bulunmadigindan fiyat yollarinin cadlag oldugu, varyans sigramalardan
olustugu ve volatilite davranist Lévy Olciisiiniin kuyruklarina gore
belirlendigi bilinmektedir. Bu 6zellik, 6zellikle zaman degistiren modellerle
birlestiginde finansal volatilite kiimelenmesini temsil etmede kritik bir rol
oynamaktadir (Geman vd., 2001).

v Sonsuz aktivite: Bir¢ok pure sicrama modelinde birim zamanda
sonsuz sayida kiiciik sigrama gerceklesmektedir. CGMY, VG ve NIG
stirecleri bu simifta yer almaktadir. Bu o6zellik yiiksek frekansli finansal
verilerde mikro dalgalanma, fiyat yogunlugu ve islem bazli hareketler icin
gereklidir (Carr vd., 2002).

v Sonsuz/sonlu varyans yapisi: Pure sigrama siireglerinden CGMY ve
baz1 stabil siirecler sonsuz varyanslt modeller VG ve hiperbolik dagilimlar
ise sonlu varyansli modeller seklinde siniflanabilir. Bu ayrim, modelin
kuyruk yapismi ve fiyatlamadaki performansini dogrudan etkilemektedir.

v Agir kuyruk yapisi: Pure sigrama modeller piyasa verilerinde
gozlenen agir kuyruk davramisini dogal olarak iiretmektedir. Ornegin:
hiperbolik dagilimlar, hiperbolik kuyruk; NIG, Bessel fonksiyonlu iist
kuvvetli agir kuyruk ve CGMY, en esnek kuyruk sinifina girmektedir. Bu
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ozellik Black—Scholes modelinin agiklayamadigi nadir ama biiylk fiyat
hareketlerini modellemekte 6nemlidir (Eberlein vd., 1998).

v Fourier yontemleri ile etkin fiyatlama: Pure sigrama siireglerin
karakteristik fonksiyonlar1 genellikle kapali formdadir. Bu 6zellik Carr ve
Madan (1998) tarafindan gelistirilen hizli Fourier doniisiimii fiyatlama
metodunun uygulanmasimi miimkiin kilmaktadir. Bu nedenle VG, NIG ve
CGMY modellerin endiistride biiyiik kullanim alanler1 bulmaktadir.

Pure sigrama modeller; opsiyon fiyatlamasi, risk yonetimi, risk
yonetiminde stres analizi, portf0y optimizasyonu ve yliksek frekansl islem
analizleri gibi alanlarda kullanilmaktadir. CGMY ve VG modelleri 6zellikle
pratik fiyatlama algoritmalarinda endiistri standardi héline gelmistir (Madan
vd., 1998; Carr vd., 2002).

Pure sigrama modellerinin, difiizyon modellerine gore bircok avantajinin
yani sira bu sigrama modellerinin bazi simirhiliklar1 da bulunmaktadir. Bu
modllerin avantajlari,

v Ampirik uyumun ¢ok daha gii¢lii olmasi: Piyasa getirilerinin agir
kuyruk, asimetri ve volatilite kiimelemesi gibi 6zellikler pure sigrama
modellerle daha iyi yakalanmaktadir (Carr vd., 2002),

v Volatilite giiliimsemesini dogal olarak agiklayabilmesi: Difiizyon
bileseni olmadan bile ortiik volatilitedeki ¢arpiklik ve basiklik basariyla
modellenmektedir,

v Esnek kuyruk yapisi: Her model tiirii (NIG, VG, CGMY, Hiperbolik),
farkli kuyruk davraniglarini temsil edebilmektedir ve

v Fourier yontemleri ile hizli fiyatlama yapimasi: Pure sigrama
modellerin karakteristik fonksiyonlar1 kapali formda oldugundan hizli
Fourier doniisiim yontemleri dogrudan uygulanabilmektedir (Carr ve Madan,
1998) seklinde siralanabilir.

Siirhiliklan ise,

v Ek parametre sayisimin artmasi. Pure sigrama modellerinde
genellikle 3—4 ek parametre bulunmaktadir. Bu durum kalibrasyonu
zorlagtirabilir.

v' Yoruma dayali karmagikitk: Her parametrenin finansal yorumu
modelden modele degismektedir.
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v' Hesaplama maliyetleri: Kapali form karakteristik fonksiyonlara
ragmen bazi modellerde integral ¢oziimleri agir olabilmektedir, seklinde
siralanabilir.

3.1. Hiperbolik Model

Hiperbolik dagilimlar ve hiperbolik Lévy siirecleri, finansal zaman
serilerinin agir kuyruklu ve ¢arpik yapisint modellemede 6nemli bir arag
olup, ilk olarak Eberlein ve Keller (1995) tarafindan finansal veri analizinde
sistematik bir sekilde uygulanmisti. Bu dagilim ailesi, klasik Gauss
dagilimma gore ¢ok daha esnek olup, Ozellikle simetrik olmayan agir
kuyruklar, yliksek basiklik, ve ¢ift tarafli kontrol edilebilir kuyruk davranisi
sunmaktadir (Eberlein ve Keller, 1995; Eberlein vd., 1998). Hiperbolik
siiregler, diflizyon bileseni olmayan pure sigcrama Lévy siiregleri icerisinde
yer almakta ve varlik getirilerinin olasilik yogunlugunun hiperbolik
fonksiyonlarla tanimlanmasi esasina dayanmaktadir.

Hiperbolik model, hisse senedi getirilerine olduk¢a iyi uyum
saglamaktadir. Ancak, hiperbolik modeli kullanmak, Brownian hareketi
kadar basit degildir. Bu model, finans matematiginde tanitilan ilk pure
sigrama modellerinden biridir. Volatiliteyi sabit kabul eden Black-Scholes ve
Merton formiiliinden farkli olarak, bu modellerde volatilite rastgele bir
siiregtir (Hull, 2001). Finansal veri modellemede ii¢ alt kategori iginde
genellestirilmis hiperbolik siirecler kullanilmaktadir. Eberlein ve Keller
(1995) tarafindan kullanilan hiperbolik siire¢, Barndorff-Nielsen tarafindan
ortaya atilan normal ters Gauss siireci ve gama varyans siireci, finansal
verileri modellemek i¢in kullanilan genellestirilmis hiperbolik siiregler
arasinda yer almaktadir (Schoutens, 2003). Hiperbolik dagilim adi,
yogunlugunun logaritmasinin bir hiperbol olmasindan gelmektedir (Cont ve
Tankov, 2004).

Barndorff-Nielsen ve Halgreen, hiperbolik dagilimin sonsuz boliinebilir
oldugunu kanitlamaktadir (Carr ve Wu, 2002). Bu nedenle, hiperbolik
dagilim (X;):»o Lévy siirecini, yani bagimsiz ve sabit biiyiimeleri olan bir
stireci olugturabilmekte, bu dagilimin yogunlugu;

fla,B,6,1)(x) = ZaSKl\/mexp (—a,/52 +(x— W2+ px - ,u)).
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ile ifade edilmektedir. (X;) ;o hiperbolik hareket stireci, (a, 8, &, 1) seklinde
dort parametreye baghidir. Buradapy € R, § > 0 ve 0 < |B| < a durumu s6z
konusudur. o>|BI, sekil parametresini, f carpikligi, § ve p ise Ol¢egi ve
konumu gostermektedir. Bu parametreler, bagimsiz bir gbzlem Ornegi
kullanilarak maksimum olabilmektedir. Lévy-Khinchin temsil teoremi
kullanilarak hiperbolik hareketin pure sigramalarla degisen bir siireg¢ oldugu
gosterilmektedir.
Hiperbolik dagilimin karakteristik fonksiyonu;

=gz Ki(8aZ = (B +w)?)
Jaz— (B +iu)? K1(6 a? — BZ)
ile gosterilmektedir. Bu fonksiyonun kapali formda olmasi Fourier doniisiim
yontemleri, hizli Fourier doniisiimii tabanli opsiyon fiyatlamasi ve moment

hesaplamalari igin biiyiik avantaj saglamaktadir (Carr ve Madan, 1998).
g(x) hiperbolik Lévy dl¢limii olmak iizere;

foo e_‘/mdy -alxll
o T 3’(]1(\/—))+Y1 (5\/—)

olarak tanimlanmaktadir. Burada, J;ve Y;, 1 indeksli birinci ve ikinci tip
Bessel fonksiyonlarini gostermektedir. Buna gore simetrik merkezli

p(x) = el

g(x) =

Ixl

durumdaki f = pu =0’1in karakteristik fonksiyonunun Lévy-Khinchin
gOsterimi ise;

o(u) = exp Uoo(ei”x -1- iux)g(x)dx]
0

seklinde ifade edilmektedir. Bu gosterimde, Lévy hiperbolik hareketinin
siirekli kismi olmadigr igin pure sigramalarla degisen bir siireg oldugu
goriilebilir. Bessel fonksiyonlarinin 6zelligini kullanarak, her x — 0 i¢in
gx)~ x—lz oldugu sonucuna varilabilir. Bu nedenle, bu siirecin her yoriingesi,
her sonlu zaman araliginda sonsuz sayida sicramaya sahiptir (Breiman, 1968;
Eberlein ve Keller, 1995; Eberlein vd., 1998).

Bu olgili, sonsuz aktivite i¢ermekte, kiiciik sigramalarin ¢ok yogun
oldugunu ve biiyiik sigramalarin hiperbolik hizla azaldigin1 gostermektedir.
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Bu 6zellik hiperbolik modelleri, yiiksek frekansli finansal verilerin dogasini
modellemede kullanish kilmaktadir.

Sekil 7, Deutsche Bank Germany’nin logaritmasinin normal dagilimdan
sapmasini gostermektedir. Deneysel veriler, normal yogunluga kiyasla daha
uzun bir tepe noktasi ve daha agir bir kuyruk gostermektedir.

Sekil 7°deki soldaki grafik Almanya’da Deutsche Bank getirileri i¢in
normal QQ grafigini ve sagdaki grafik ise Deutsche Bank getirileri i¢in
ampirik yogunluk ile normal yogunluk uyusmazligini vermektedir. Sekil
incelendiginde, normallikten sapma agikga goriilmektedir.

Sekil 7. Deutsche Bank Germany’nin logaritmasinin normal dagilimdan sapmasi
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Sekil 8, Deutsche Bank Germany getirisinin logaritmasina uygunluguna
ait normal ve hiperbolik dagilimalar grafigini vermektedir.

Sekil 8. Deutsche Bank’in getiri yogunlugu icin normal dagilim ve hiperbolik
dagilim grafigi

Yogunluklar
03 04 05 06

0.2

0.1

2
o

4 2 o 2 4
Sekil 8, hiperbolik dagilimin Deutsche Bank Germany getirisinin
logaritmasina uygun oldugunu gostermektedir. Sekil incelendiginde;
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hiperbolik dagilimin, normal dagilima gore verilere daha iyi uyum sagladigi
goriilmektedir.

Alman hisse senedi getirilerinin hiperbolik yogunlukla uyum
gosterdigini gosteren Eberlein ve Keller (1995) hiperbolik modelin finansal
ekonomideki Onemini vurgulamislardir. Finansal verilerde ve opsiyon
fiyatlamasinda hiperbolik modelin 6zellikle:

v Yiiksek basiklik: Hiperbolik dagilimlar, piyasalarda gozlenen
“normalden daha sivri tepe” davranisini agiklamakta,

v Agwr kuyruklar: Getirilerin asin uglardaki davramisini dogru
modelleyebilmekte,

v Asimetrik dagilim: Beta parametresi pozitif-negatif yonlii soklarin
yogunlugunu farklilagtirmakta ve

v Log-getiri uyumunun giiclii olmast: Hiperbolik yogunluklarin log-
getiriler {izerinde Gaussian yogunluklara goére daha iyi performans
gostermektedir (Eberlein vd., 1998), gibi 6zellikler ile 6ne ¢ikmaktadir.

Ayrica bu siiregler; ortiik volatilite giiliimsemesini, uglardaki fiyatlama
anomalilerini ve stres donemlerindeki agir kuyruk davranigini basariyla
temsil etmektedir. Ozellikle VaR hesaplamalarinda hiperbolik dagilimlarin
istiin performans literatiirde ortaya konulmaktadir (Eberlein vd., 1998).

Bu modelinin bazi avantaj ve sinirliliklari bulunmaktadir. Bunlar agagida
sirayla verilmistir.

v" Cok esnek kuyruk davranisi,

v Asimetri parametresi sayesinde yonli soklarm modellenmesi,

v Kapali form karakteristik fonksiyon ve

v" Pure sigrama yapisi sayesinde yiiksek frekanshi veri uyumu gibi
avantajlarinin yani sira;

v Parametre sayisinin yiiksek olmasi,

v Kalibrasyonun zor olmasi ve

Endiistride VG ve CGMY e gore daha az kullanilmasi gibi sinirhiliklar da
bulunmaktadir.

3.2. Normal Inverse Gaussian (NIG) Modeli

Finans matematigi baglaminda, varlik getirilerinin logaritmik
dagilimlari, normal ters Gauss siireci ile iyi uyum saglayabilmektedir. Bu
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siirec, bircok uygulama alaninda basaril bir sekilde kullanilmustur. Tlk olarak
1995 yilinda Eberlein ve Barndorff-Nielsen tarafindan tanitilan ve daha sonra
1998 yilinda Barndorff-Nielsen tarafindan finansal modelleme i¢in dnerilen
NIG siireci, A =1/2 ile genellestirilmis hiperbolik siireclerin alt
kategorilerinden biridir.

Finansal getirilerin agir kuyruklu ve carpik istatistiksel 6zelliklerini
modellemek i¢in ideal bir pure sigrama Lévy siirecidir (Schoutens, 2003).
NIG dagilimi, 6zellikle yiiksek frekansli finansal verilerde gdzlenen asimetri,
yiiksek basiklik ve kuyruk kalinligi gibi ampirik ozellikleri diizgiin bir
bicimde yakalayabildigi i¢in modern nicel finans uygulamalarinda yaygin
olarak kullanilmaktadir (Cont ve Tankov, 2004). Teorik ve hesaplamada
elverisli olan NIG siireci, Brownian hareketinin bir inverse Gaussian siire¢
ile zaman degistirilmesi olarak temsil edilebilen 6zel bir pure si¢crama
modelidir (Geman vd., 2001).

Eger {X,};>o normal bir ters Gauss siirecini temsil ediyorsa, X;’in li¢
parametreli dagiliminin karakteristik fonksiyonu;

owic (s @, B, t8) = exp |8 (Va2 = (B + w)? — Ja? = 7))
seklinde olur.

NIG modeli, bir ters Gauss bagimlayici1 T tarafindan izlenen bir
Brownian hareketi olup;

X(t) = B(T(t)

seklinde gosterilmektedir. T = (T} ) ;> ters Gauss siireci g6z oniine alinirsa
ve v, kaymali Brownian hareketinin pozitif t diizeyine ulastig1 ilk zaman olan
T/ ise Gauss siiresi T/ tizerinde siiriiklenme parametresi 8 ve dalgalanma
parametresi ¢ ile Brownian hareketi ele alindiginda yeni NIG siireci ayni
zamanda bir Brownian hareketinin inverse Gaussian siire¢i ile zaman
degistirilmesine esdegerdir. Bu, silirecin karakteristik Usteli olan Lévy—
Khintchine temsiline sahiptir. NIG siireci pure sigrama siireci oldugundan,
difiizyon bileseni bulunmamaktadir (Schoutens, 2003). Boylece;

Xnig(t;0,v,0) = 0T + oW (TY)

gibi tanimlanabilir. Bu yap1 ilk olarak Geman vd. (2001) tarafindan,
tamimlanmis ve daha sonra finansal modellemede genis uygulama alani
bulmustur. Zaman degistirme temsili ise volatilite kiimelemesi, degisen
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piyasa likiditesi ve islem yogunluk dalgalanmalar1 gibi olgular1 dogal olarak
aciklayabilmektedir. Bu, bir normal ters Gauss siireci olup, karakteristik
fonksiyonu;

. 172 02 9 v
uX t)] — x ,
E[el NIG( )] - e p _to'\]_z___ (__l_ l’”) —_

kolaylik saglamast i¢in;

_ 0 2 _ v: 6° _
B = 52 a® = 52 + pry =0
olarak yazilmaktadir. Analitik olarak diizgiin ve yiiksek stabilite
sagladigindan Fourier yontemleri (Carr ve Madan, 1998) icin son derece

uygun bir yapidir. Bu iliskiler kullanilarak, NIG siireci;
Xuio(Ts a, B, 8) = p2T, +5w( Ve p )

gibi ifade edilebilir. Zamana bagli sigrama degeri (ters Gauss siireci) X,
ortalama B8%u ve varyansa §%u olmak {izere ters Gauss’un degistirilmis
zamanindaki sigramalarin Lévy yogunlugu;

exp [——62((1; — 59 u]

v(u) = G

olarak ve bu ifadeden yararlanilarak, NIG siireci i¢in Lévy yogunlugu ise;

’ K
Vyig(x) = —5 2gPx 1|(313|C|)

olarak bulunmaktadir. K, (x), genellestirilmis Bessel fonksiyonudur (Cont ve
Tankov, 2004). Bu yapmin sonsuz aktivite i¢ermesi, biiyiikk sigramalarin
hiperbolik hizla azalmasi ve kii¢iik sigramalarin yogunlugu c¢ok yiiksek
olmasi gibi 6zelliklere sahip oldugu, ayrica finansal piyasalarda gdzlenen
mikro dalgalanmalar1 yakalamada oldukga etkili oldugu belirlenmistir (Carr
vd., 2002).

Sekil 9, ¢ = 50, 8 = —10 ve § = 1 parametreleriyle normal ters Gauss
siirecinin 6rnek bir yoriingesini géstermektedir.
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Sekil 9. Nermal ters Gauss siirecinin ornek yoriingesi
(N5} ' ' ' ' ' ' ' ' '

s
e

N [IN| 0.2 (NS} (4 0.5 (ANE 07 [AN3] (AN |
Zaman

NIG siireci, NIG modelini finansal getiriler i¢cin son derece uygun héale
getiren istatistiksel 6zellikleri saglamaktadir. Bu siirecin dagilim 6zellikleri

asagida verilmistir.

v Agwr kuyruklar: Kuyruklar Gauss dagilimina gore ¢ok daha agr,
fakat stabil dagilimlara gore daha hafif yapidadir.

v Asimetri: [ parametresi ile pozitif/negatif sok asimetrisi kontrol
edilebilir.

v VYiiksek basiklik: Piyasada yiiksek basiklik yaygin olup NIG modeli
bu davranisi dogal olarak iiretmektedir.

v Sonsuz aktivite: Mikro dalgalanma ve yiiksek frekansli veri uyumu
bulunmaktadir.

NIG siireglerinin opsiyon fiyatlamasinda kullanilabilirligi ilk kez Carr
vd. (2002), tarafindan kapsamli sekilde incelenmistir. Opsiyon
fiyatlamasinda; Fourier doniisiimii ile hizli fiyatlama, asimetri ve ¢arpikligin
dogru yansitilmasi ve agir kuyruk yapisi sayesinde Ortiikk volatilite
giilimsemesinin agiklanmas1 gibi avantajlar saglamaktadir.

NIG modeli 6zellikle hisse senedi opsiyonlari, doviz piyasalar1 ve emtia
tiirevleri gibi piyasalarda kullanilmaktadir.

Bu modelinin bazi avantaj ve sinirhiliklar1 bulunmaktadir. Bunlar asagida
sirayla verilmistir.

v Asimetri, agir kuyruk ve yiiksek basiklig birlikte modelleyebilmesi,

v Kapali form karakteristik fonksiyona sahip olmasi,
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v' Zaman degistirme temsili ile volatilite kiimelenmesi agiklayabilmesi

ve

v" Sonsuz aktivite sayesinde yiiksek frekans uyumu, modelin
avantajlaridir.

v' Parametre sayisinin ¢ok olmast; kalibrasyon maliyetlini artirmakta
ve

v Bazi piyasalarda daha agir kuyruk gereksinimi ise sinirliliklaridir.
Zira CGMY modeli daha esnek kuyruk yapis1 barindirmkatadir (Carr vd.,
2002).

3.3. Varyans Gama (VG) Modeli

Varyans Gama siireci, sonsuz aktiviteye sahip bir pure sigrama siireci
olarak kabul edilmektedir. Bu model, ilk olarak 1990’da Madan ve Seneta
tarafindan (Karatzas ve Shreve, 1998) ve daha sonra Madan vd., (1998)
tarafindan incelenmistir. Genel olarak, varyans gama siireci i¢in iki farkli
temsil yontemi bulunmaktadir. Bu siire¢, gama bagimlayicisi tarafindan
olusturulmaktadir. Bu model, bir normal rastgele degiskenin varyansinin bir
gama rastgele degiskeni ile degistirilmesiyle olusturulmaktadir. Temelde, VG
siireci, hisse senedi fiyatlarinin logaritmasini modellemek i¢in kullanilan bir
model olan Brownian hareketinin {i¢ parametreli genisletilmis bir
versiyonudur. Bu siire¢, sabit siiriiklenme ve dalgalanma ile Brownian
hareketinin rastgele degisimini gostermekte ve gama siireci olarak
adlandirilmaktadir. Boylece VG siirecinin temel 6zelligi, Brownian
hareketinin gama siireci ile zaman degistirilmesi yoluyla olusmasidir.

Bu yapi, finansal getirilerde gozlenen; agir kuyruk, carpiklik, yiiksek
basiklik ve volatilite kiimelenmesi gibi ampirik olgularin oldukga basaril1 bir
bicimde modellenmesini saglamaktadir (Madan vd., 1998; Cont ve Tankov,
2004). VG siireci, birim zaman basina varlik getirisinin normal bir dagilima
sahip oldugu rastgele bir zamanin gerceklesmesine baglidir. Bu stokastik
siire¢ ve bagimli opsiyon fiyatlamasi, li¢ parametreli bir model sunmaktadir.
Dalgalanma ile birlikte, belirginlik ve carpiklik da bu parametreler tarafindan
kontrol edilmektedir. VG siirecinin siirekli bir bileseni bulunmamakta, bunun
yerine stirekli zaman araliklarinda sigramalarin sayisi sonsuz olan pure bir
sicrama siirecidir.
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VG siirecinde, Brownian hareketinin aksine, logaritmik degisimlerin
mutlak degerlerinin toplami sonlu bir degere sahiptir. Bu nedenle gama
varyansi, fiyatlar1 artiran ve azaltan iki artan siirecin farki olarak yazilan
sonlu bir degisim siirecini ifade etmektedir. Boylece bu siireg, iki artan gama
siirecinin farki olarak ifade edilebilir. Bu model, 6zellikle piyasa tarafindan
“volatilite giiliimsemesi” olarak bilinen Ortiilk volatilite egrisini agiklama
giicli nedeniyle opsiyon fiyatlamasinda genis kullanim alan1 bulmaktadir.

VG siirecti;

B(t;0,0) = 0t + oW (t)

seklinde gama siireci tarafindan verilen rastgele zamanlarda kayma ile bir
Brownian hareketinin degisimini ifade etmektedir. Burada: B(t; 6, o) ifadesi,
W (t)’nin standart bir Brownian hareketi oldugu bir siireci ifade ederken, bu
siireg, 8 siiriiklenme ve o dalgali bir Brownian hareket icermektedir. Bu
temsil, siirecin diflizyon bileseni olmadan tiim volatiliteyi zaman
Olgeklenmesi ile liretmesini saglamaktadir (Geman vd., 2001).

VG siireci, her t aninda Varyans Gama dagilimina sahiptir. Bu dagilim;
agir kuyruklu, carpik, yiiksek basikli ve Gauss dagilimina gore ¢ok daha
esnektir. Bu siire¢, ayri zaman araliklarinda bagimsiz gama biiylimeleri
icermektedir.Ortalama orani y ve varyans orani k, gama siireci y(t; U, k)
olarak temsil edilirse, yeni yogunluk fonksiyonu artist;

g=vE+hur) -yt uK)
ile ifade edilmektedir. Bu dagilim, uh ortalama ve kh varyans ile bir gama
dagilimina sahip ve yogunluk fonksiyonu;

2 )
r (M)
K

ile ve Gama yogunlugunun karakteristik fonksiyonu;

@ = (%) g>0

Pro = 1-— qu
u

ile elde edilmektedir.
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VG siireci, sonsuz aktiviteye sahip olmayan boliinebilir bir siire¢ olup,
Lévy yogunlugu;

o ()
v, (x) = T x>0,
0, aksi takdirde
esitligi ile gosterilmektedir.
X(t; 0,k,0) VG siireci, B(t; 8, o) siiriiklenme ile bir Brownian hareketi
ve y(t; 1, k) gama siireci tarafindan tanimlanmaktadir.

X(t;0,k,0) =B(y(t;1,k);0,0)

Bu siirecin;

v o: Brownian hareketinin dalgalanmasi,

v’ k: gama varyans orani geligsimi ve

v 6: Brownian hareketinde siiriikleme olmak iizere ii¢ parametresi

bulunmaktadir.

Bu siire¢, Brownian hareketi iizerinde dalgalanmaya ek olarak iki tiir
kontrol saglamaktadir. Bu kontroller, siirecin ¢arpikligini 8 nedeniyle ve
basikligini1 k nedeniyle etkilemektedir.

VG siireci i¢in karakteristik fonksiyon;

— 1 K
ox, (W) = (1 — i0ku + (O'ZK/Z)‘LLZ)

seklindedir. Bu analitik kapali formun;

| e+

v Fourier doniisiimii ile hizl fiyatlama,
v' Parametrelerin ekonomik yoruma uygunlugu, gibi iki Onemli
avantaj1 bulunmaktadir (Carr ve Madan, 1998).
VG siireci, iki Gama siirecinin farki olarak goriildigiinde, Lévy
yogunluk fonksiyonu kullanilarak X, i¢in Lévy ol¢iisti;

(12 (— 5 1x1)

, x<0
K ||
n
vg(x) = ( oy )
w2 P\~
_—, x>0
Kp x
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gibi olacaktir. Bu esitlikte, VG siirecinin hisse senedi fiyatindaki sigramanin
sonsuz girig orani 6zelligini, Gama siirecinden devraldig1 goriilebilmekedir.
Ciinkii Lévy yogunluk fonksiyonu ile integral sonucunun sonsuz oldugu
goriilmektedir.

Lévy ol¢iisii dogrudan bu parametrelerle yazildiginda ana parametrelerin
rolti kolayca goriilebilir. (o, k, ) parametrelerine bagli olarak Lévy olgusii;

o), (A, )
)

olarak yeniden tanimlanmaktadir. Bu esitlik, 8 = 0 6zel durumu, sifir
civarinda simetrik Lévy 6l¢timiinii vermektedir.

vy (x) =

VG siireci; sonsuz aktivite, sonlu varyans ve orta agirlikta agir kuyruklar
gibi 6zelliklere sahiptir. Bu nedenle hiperbolik, NIG ve CGMY modelleri ile
karsilastirildiginda kuyruk davranisi bakimindan orta derecede agir oldugu
sOylenebilir (Cont ve Tankov, 2004).

Sekil 10, € = 20, G = 40 ve M = 50 parametreleriyle VG siirecinin
ornek bir yoriingeni gostermektedir.

Sekil 10. VG siirecinin ornek yoriingesi
010 1 ¥ ' ' v ' \ '

008 "\,rulm |

0 1 -\

008 p
o

0.10 "l‘“’:,m,« J‘L [’ ’I !

" =

0.15
0

i
|'1| K

(if;' 7 l)‘-l : ”.‘(l : (l‘K : 1.0

Sekil 11 ise, o siiriikleme parametrelerinin farkli degerleri i¢in VG
siirecinin biiylikliiglinlii gostermektedir. ¢ = 0.2 ve k = 0.1 parametreleri
sabittir.
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Sekil 11. o’min farkl degerleri icin VG siirecinin Lévy olciisii grafigi

i
Sekil 12, volatilitenin farkli degerlerine i¢in VG siirecinin Lévy dl¢iisiine
ait grafigi vermektedir. k = 0.1 ve 8 = 0 parametreleri sabittir.
Sekil I 2. Volatilitenin farkl degerlert icin VG siirecinin Lévy olciisii grafigi

e

s (f e (0,1

— 0.2

- o (04

Sekil 13; takipci ‘Varyansfnhm farkli degerléri igin VG sﬁrecinin Lévy
oOlgiistinii vermektedir. 8 = 0 ve 0 = 0.2 parametreleri sabittir.
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Sekil 13. Takipci varyansinin farkl degerleri icin VG siirecinin Lévy él¢iisii
grafigi
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VG modeli parametreleri 6nemli ekonomik yorumlara sahiptir. Bu
parametreler ve yorumlart;

v' o (Brownian hareketinin dalgalanmasi): Kisa vadeli soklarin
biytikligii,

v' 0 (Brownian hareketinde siiriikleme): Yo6nlii piyasa baskisi
(pozitif/negatif haber etkisi) ve

v" Kk (Gama varyans orani gelisimi): Volatilite patlamalarinin frekansi
seklindedir.

v' Ogzellikle k parametresi volatilite giiliimsemesini belirleyen en temel
faktordiir.

Ayrica, Madan vd., (1998) Avrupa opsiyonlari i¢in VG modeline dayali
kapali form fiyatlama formiiliinii elde etmislerdir. Bu yontem; Black—
Scholes’a gore ortiik volatilite uyumunu gelistirmekte, piyasa verilerinin agir
kuyruk yapisimi dogru yansitmakta ve carpikligi dogal bir sekilde
aciklamaktadir. VG modeli ayrica Amerikan opsiyonlari, bariyer opsiyonlari
ve kredi risk modelleri i¢in Fourier veya doniisiimii teknikleriyle
uygulanabilmektedir.

Bu modelinin bazi avantaj ve sinirhiliklar1 bulunmaktadir. Bunlar asagida
sirayla verilmistir.

v' Zaman degistirme temsili sayesinde dogal volatilite yapisina sahip
olmasi,

v' Agir kuyruklar ve ¢arpikligin piyasayi daha iyi temsil etmesi,
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v' Kapali form karakteristik fonksiyon, hizli Fourier doniistimii
fiyatlamanin ¢ok hizli olmasi ve

v Pure sigrama, mikro yapi ve yiiksek frekansl veriyle uyumlu olmasi
bu modelin avantajlaridir.

v' Cok asir1 agir kuyruk gerektiren piyasalarda yetersiz kalabilmesi, ki
bu durumda CGMY modeli daha uygundur.

v Parametre kalibrasyonunun nispeten zor olmasi, Ozellikle x — o
etkilesimi kalibrasyonu kararsizlastirabilmektedir.

v' Sonsuz aktivite olsa da c¢ok Kkiiciik si¢ramalarin fiyatlamay1
zorlagtirmasi, sayisal yontemlerde hassasiyet sorunlari olusabilmektedir.
Bunlarda modelin sinirliliklaridir.

3.4. CGMY Modeli

Genellikle, varlik getirilerini tanimlamak icin kullanilan sigrama-
difiizyon modelleri, difiizyon bdoliimiiniin siirekli kiigiik dalgalanmalar
yansittigl ve sigramalarin nadir biiyiik dalgalanmalari temsil ettigi ilkesine
dayanmaktadir. Sonsuz aktivite sigramalar1 icerebilen bu model, varlik
getirilerini modelleme konusunda hala emisyon bilesenini dahil etmenin
gerekliligi konusunu giindeme getirmektedir. Bu soruya yanit CGMY (Carr—
Geman—Madan—Yor) modeliyle verilmektedir. ~Caligmada, serbest
birakmalar ve sigramalar i¢in siirekli bir zaman modeli hem sonlu aktivite
hem de sonsuz aktivite modlari i¢in tanitilmaktadir. Model, aslinda bir pure
sigrama siireci olup, her zaman diliminde fiyat sigramalarinin sonlu veya
sonsuz olmasina bagli olarak sonlu veya sonsuz bir aktiviteye sahiptir.
CGMY modeli, pure sigrama Lévy siiregleri i¢inde en esnek ve en genel
kuyruk yapisini sunan modellerden biridir (Carr vd., 2002). Model, getiri
dagilimlarinin agir kuyruklu, asimetrik ve yiiksek frekansli sigramalar iceren
yapiya sahip oldugundan modern nicel finans literatiiriinde “universal
model” olarak tanimlanmaktadir.

CGMY modeli, varlik riski ve varlik tahsisi siireclerini incelemek,
tirevlerin fiyatlandirilmasi ve riskten korunma igin risksiz siiregleri
degerlendirmek amaciyla kullanilir Bu modelde, diflizyon bileseni
bulunmamakta, sigrama bileseninin varlig1 ise hem pozitif hem de negatif
olabilmektedir (Carr ve Madan, 1998). Bu model, VG modelinin
genellestirilmis hali olarak ortaya ¢ikmistir. Dolayisiyla CGMY modeli,
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hiperbolik, NIG ve VG gibi diger pure sigrama modellerinin 6zelliklerini tek
bir parametrik cerceve icinde birlestiren giiglii bir yapidan olusmaktadir
(Schoutens, 2003; Cont ve Tankov, 2004).

Yeni model, yoriingenin siirekliligi ve otomatik diizelme yetenegi gibi
ozellikleri koruyarak Brownian hareketinin temel 6zelliklerini degistirmeyi
amaclamaktadir. Karakteristik fonksiyon, Lévy-Khinchin teoremi tarafindan
benzersiz bir sekilde tamimlanmaktadir. Ozellikle, X(t), sonlu sigrama
bilesenine sahip bagimsiz biiyiime ve sabit siiriiklenme a ve difiizyon
katsayis1 b ile sonsuz boliinebilir bir siireg i¢inde karakteristik fonksiyon;
u?b?t too
+t (e“”‘ — 1)v(x)dx

o]

F[enx©] = | [iuat -

esitligi ile benzersiz bir sekilde tanimlanmaktadir. Burada, Lévy yogunlugu
v(x)dx, x konumundaki sigramalarin varig hizin1 6l¢gmektedir. Bu siire¢lerin
sigrama bileseni tamamen Lévy yogunlugu tarafindan belirlenmektedir.

VG modeli daha 6nce ayrintili bir sekilde incelenmisti, VG modelinin
volatiliteyi aciklamadaki basarisi, bu modelin sonsuz aktiviteye sahip
olmasina ragmen sonlu degisime sahip pure bir sigrama siireci olmasindan
kaynaklanmaktadir. CGMY siireci aslinda sonlu bir degisken parametresi
iceren genellestirilmis bir VG siirecidir. Modele eklenen Y parametresi, sonlu
veya sonsuz aktiviteyi ve sonlu veya sonsuz degisimi temsil etmektedir.
Gama varyansinin CGMY modeline genellemesi Y parametresi tarafindan
gergeklestirilmektedir.

CGMY siireci bir pure sigrama Lévy siireci oldugundan CGMY

yogunlugu;
exp (—G|x
p (-G I)’ £ <0
x| 1FY
V x) =
CGMY( ) exp (_Mlxl) 0
TR %7

seklinde ifade edilmektedir. Burada: € >0, G =0, M >0 ve Y <2
kosullar1 gecerlidir. C, sigrama yogunlugunu; G, pozitif yondeki zayiflama
oranini; M, negatif yondeki zayiflama oranimi ve Y, kuyruk kalinhigim
belirleyen aktivite indeksini vermektedir. Bu yogunluk formu modelin en
giiglii Ozelligini olusturmakta ve G, M ve Y parametreleri kuyruk
davranisinin sekillenmesinde kritik bir rol oynamaktadir.
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Sonsuz aktivite siirecleri ilk olarak finans teorisinde finansal piyasa
verilerinin ilk tahminleri olarak kabul edilmektedir. Bu siire¢ler, yiiksek
diizeyde aktiviteye sahip pazarlari incelemek amaciyla tasarlanmistir. Bu
piyasalarda kisa siireli siirekli ve sonsuz gelismeler hisse senedi fiyat
trendinde sigramalara neden olmaktadir. Bu nedenle, herhangi bir sonlu
araliktaki aktivite veya sigrama miktar1 sonsuz olarak kabul edilmektedir.
Modelin sigrama yapisinin siniflandirilmasini saglayan Y, CGMY modelinin
en Onemli parametresidir.

Tablo 1. Y parametresinin farklh degerleri icin CGMY siirecinin

ozellikleri
Y degerleri araligi Siireg 6zellikleri
Tamamen monoton olmayan siire¢, sonlu
Y<-1 .
aktivite
-1<Y<0 Tamamen monoton siire¢, sonlu aktivite
Tamamen monoton siire¢, sonlu aktivite,
0<v<1 amen. ¢
sonlu degisimin
Tamamen monoton siire¢, sonlu aktivite,
1<Y <2 ¢

sonsuz degisimin

Bu tablo, CGMY modelinin her tiir piyasa dinamigini temsil edebilecek
esneklikte oldugunu gostermektedir.

VG modelinde Y’ nin 0’a esit olmasi durumu CGMY modelini vermekte
(Madan vd., 1998) ve siire¢ parametreleri;

C= 1, G = Hn ve M= p
K Kn Kp
olur. Bu parametreler, bu siireclerin farkli yonlerini incelemede temel rol
oynamaktadirlar. C, tlim aktiviteleri igeren bir 6l¢ii olarak kabul edilirken,
G = M oldugu durumda Lévy boyutu simetrik olmaktadir. Madan (1998)
tarafindan, bu 6zel durumda C parametresinin X(t) dagilimimi kontrol
edecegi gosterilmektedir. G = M modu, Koponen (1995) tarafindan da
incelenmektedir.

Ayrica Y <0 durumunda model, bilesik Poisson siireglerine
yaklagtigindan ve Y = 2 durumunda ise Brownian hareketi sinirina yakin
davrandigindan dolayi CGMY modeli; hiperbolik modellerden daha agir,
NIG’den daha genel, VG’den daha esnek, Merton ve Kou modellerinden ¢ok
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daha gercekei bir kuyruk yapisi sunmaktadir. Dolayisiyla CGMY modeli bu
modellerin tlimiinii kapsamaktadir.

Bagimsiz biiylimeler ve CGMY yogunlugu ile sonsuz bdliinebilirlik
stirecinin karakteristik fonksiyonu;

Pcomy W t;C,G,M,Y) = exp{tCT(=Y)[(M — iw)" —M" + (G + )" - G']}

seklinde ifade edilmektedir. Bu kapali forma olup CGMY, (X;):o siireci
icin, (0,Viemy,0) tgliisiiyle elde edilmektedir. Bu fonksiyon, Fourier
doniisiim teknikleri ile hizli opsiyon fiyatlamasi i¢in uygun olmasi ve Y
parametresinin analitik tiiretilebilir yapist nedeniyle kalibrasyonda avantaj
saglamasi ile 6ne ¢ikmaktadir.

CGMY modelinin kuyruklar1 Pareto benzeri agir kuyrukludur.

P(IX|>x)~x7Y

Bu durum, hiperbolik ve NIG dagilimlarindan daha agir, stabil
dagilimlardan daha hafif/yonetilebilir bir kuyruk yapis1 saglamaktadir. Bu
nedenle CGMY, finansal kriz donemlerindeki biiyiik fiyat hareketlerini, agirt
oynak donemleri ve likiditenin kesildigi soklar1 dogru sekilde
modelleyebilmektedir.

Sekil 14, CGMY siirecinin SPX indeks verilerine uydurulmasini
gostermektedir.

Sekil 14. CGMY modeline uydurulmus SPX endeks verileri

By ; " L — y e
Sekil 15, C’nin gesitli degerleri ig¢in CGMY siirecinin Lévy yogunlugunu
gostermektedir. G = 1, M = 1 ve Y = 0.9 parametreleri sabittir.
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Sekil 1 5 C nin cesitli degerler icin C GM Y siirecinin Levy yogunluk grafigi

AR | F IR R 1

X
Sekil 16, G ve M’nin farkli degerleri i¢in CGMY siirecinin Lévy
yogunlugunu gostermektedir. C = 1 ve Y = 0.9 parametreleri sabittir,

Sekil 16. G ve M ’nin farkl degerler icin CGMY siirecinin Lévy yogunluk grafigi

1

—G=M=10

—_—G=1&M=20

———G=20&M=1

Sekil 17, Y’nin farkli degerlen 1(;1n CGMY siirecinin Lévy yogunlugunu
gostermektedir. G = 1, M = 1 ve C = 0.5 parametreleri sabittir.

Sekil 17. Y ’nin farkly degerleri icin CGM Ysurecmm Lévy yogunluk grafigi

20 i ’I :

7.5 . ' \ —Y=—1.5

o ' : )

15 ! > " . — —Y=-0.5
'

2.5 / ' '.‘ \ —-——Y=05

= ' ,: | "‘ ' —-—Y=1.5

" T . ’.,

2.5 A .




NICEL KARAR VERMEDE ILERI ISTATISTIKSEL YAKLASIMLAR

Sekil 18, ¥ = —1.5"in farkli degerleri icin CGMY siirecinin Lévy
Olgiistinii gostermektedir. G = 1, M = 1 ve C = 0.5 parametreleri sabittir.
Sekil 18. Y = —1.5’in farkli degerler icin CGMY siirecinin Lévy él¢iisii grafigi

\
CGMY siirecinin bazi teorik 6zellikleri bulunmaktadir. Asagida verilen

bu 6zellikler CGMY modelini finansal piyasalardaki en kapsamli Lévy siireci
yapmaktadir (Carr vd., 2002).

v' Sonsuz aktivite: Her zaman araliginda sonsuz sayida sigrama
bulunmaktadir.

v Sonsuz varyans (Y > 1 igin): Cok agir kuyruklar gerektiren
piyasalarda uygundur.

v’ Stabil siireglere yakin davranis (Y = 1): Forex ve kripto piyasalar
gibi yiliksek volatilite ortamlarina uygundur.

v Zayiflama parametreleri (G, M): pozitif ve negatif kuyruk davranisi
ayr1 ayr1 kontrol edilebilmektedir.

CGMY modeli, ortiik volatilite yiizeyinin tamamina yayilmis olan;
carpiklik, giiliimseme, digbiikeylik ve agir kuyruk davranisi1 6zelliklerini aymi
anda yakalayabilmesi nedeniyle endiistride opsiyon fiyatlamasinda yogun bir
sekilde kullanilmaktadir. Bu model; hizli Fourier déniisiimii, hizli Gauss
doniistimii, Monte Carlo ve asimptotik genisleme gibi yontemlerle kolayca
fiyatlanabilmektedir. Bunun asil avantaji; ortik volatilite egrisinin tiim
noktalarinda Black—Scholes’a gore belirgin bigimde daha dogru fiyatlama
yapabilmesidir.

Bu modelinin bazi avantaj ve siirliliklar1 bulunmaktadir. Bunlar asagida
strayla verilmigtir.
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v" En esnek pure sigrama modeli (4 parametre gii¢lii kontrol saglar)
olmasi,

v Sol ve sag kuyruk yoniinde bagimsiz sekillendirme olusturmast,

v Finansal krizlerde g6zlenen ani ¢okiisleri dogru modellemesi,

v Sonsuz aktivite, yiiksek frekans verilerini mitkemmel temsil etmesi,

v Fourier tabanl fiyatlama tekniklerine tam uyum saglamasi ve

v VG, NIG, hiperbolik ve stabil siirecleri kapsayan genel ¢erceve
sunmast, modelin avantajlarina;

v' Dort parametre nedeniyle kalibrasyonunun zor olmasi, yiiksek
dogruluk i¢in gelismis optimizasyon gerekmektedir.

v' Y >1 durumunda varyansin sonsuz olabilmesi, bu durum bazi
uygulamalar i¢in teknik giigliikler yaratabilmektedir.

v' Sayisal integral yontemlerinde kuyruk yakinlastirma ihtiyaci,
kuyruklar ¢ok agir oldugunda niimerik stabilite zorlasabilmektedir. Modelin
sinirliliklarini olusturmaktadir.

4. Sonuc¢

Bu béliimde, finansal varlik fiyatlarinin gercekei bicimde modellenmesi
icin gerekli olan sigrama-difiizyon ve pure sigrama siireglerinin yapisal
ozellikleri kapsamli bir sekilde ele alinmistir. Teorik olarak Bolim I’de
sunulan Lévy siirecleri ¢ercevesi iizerine insa edilen bu modeller, finansal
piyasalarda gozlenen agir kuyruklu dagilimlar, ani ve biiylk fiyat
degisimleri, volatilite kiimelenmesi ve asimetrik getiri davranislar1 gibi
ampirik olgular1 agiklamada Brownian hareketine dayali klasik difiizyon
modellerinden daha giiglii bir temsil giicli sunmaktadir.

Merton, Kou ve diger sicrama-difiizyon modelleri, diflizyon bileseninin
stirekli dalgalanmalari, sigrama bileseninin ise nadir fakat biiyiik fiyat
hareketlerini yakalamasina olanak taniyan esnek bir yap1 saglamaktadir. Bu
modeller, 6zellikle opsiyon fiyatlamasinda ortiik volatilite giilimsemesi,
carpiklik ve basiklik gibi piyasa olgularinin daha basarili bigimde
modellenmesine katki saglamaktadir. Bununla birlikte, parametrik
karmasiklik ve kalibrasyon zorluklar1 belirli sinirliliklara isaret etmektedir.

Pure sigrama siirecleri (Hiperbolik, NIG, VG, CGMY gibi modeller) ise
finansal getirilerin yiliksek frekansh veri yapisin1 ve mikro dinamiklerini
temsil etmede modern finans literatiiriiniin en yetkin araglar1 arasindadir.
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Brownian bileseninin tamamen ortadan kaldirildigi bu modellerde fiyat
hareketleri yalnizca si¢cramalarla aciklanmakta; bu da sonsuz aktivite ve agir
kuyruk ozelliklerinin daha dogal bir bigimde modellenmesine imkan
vermektedir. Fourier doniigiim yontemlerinin uygulanabilirligi sayesinde bu
siregler hesaplama acisindan da olduk¢a verimli modeller ortaya
koymaktadir.

Genel olarak degerlendirildiginde, bu boliimde incelenen modeller nicel
karar verme siiregleri i¢in 6nemli bir metodolojik genislik sunmaktadir.
Finansal piyasalardaki belirsizliklerin karmasikligr diistiniildiigiinde,
yalnizca siirekli diflizyon varsayimlarina dayali modellerin yeterli olmadigi;
bunun yerine Lévy siiregleri temelli sigrama-difiizyon ve pure sigrama
modellerinin stratejik bir gereklilik haline geldigi goriilmektedir. Bu
modeller, risk yonetimi, tlirev iirlin fiyatlamasi, portfdy optimizasyonu ve
stres senaryolar1 gibi karar mekanizmalarinda daha dogru ve esnek yapilar
olusturulmasina katkida bulunmaktadir.

Sonug olarak, Boliim II, nicel karar verme literatiiriinde Lévy tabanl
finansal modellerin teorik temelden pratik uygulamaya uzanan yerini ortaya
koymus; bu modellerin modern finansal analizde ve ileri istatistiksel karar
streclerinde neden vazgecilmez hale geldigini kapsamli bigimde
aciklamistir. Boylece kitabin sonraki boliimlerine hem teorik hem de ampirik
acidan giiclii ve biitlinciil bir altyapr sunulmustur.
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