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Ozet

Finansal piyasalarda risk yonetimi uzun yillar boyunca biiyiik 6l¢iide
normal dagilim varsayimima ve dogrusal korelasyon temelli yaklagimlara
dayanmustir. Ancak finansal zaman serilerinin kalin kuyruk yapisi, oynaklik
kiimelenmesi ve ekstrem degerlerde artan birlikte hareket gibi 6zellikler
sergilemesi, geleneksel yaklasimlarin 6zellikle kriz donemlerinde Onemli
dlciide yetersiz kaldigin1 ortaya koymaktadir. Bu ¢alismada, Borsa Istanbul
Sinai Endeksi (BIST Sinai) ile ABD Dolan-Tiirk Lirast doviz kuru
(USD/TRY) arasindaki bagimlilik yapisi, Asir1 Deger Teorisi (Extreme Value
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NICEL KARAR VERMEDE ILERI ISTATISTIKSEL YAKLASIMLAR

Theory — EVT) ve kopula fonksiyonlar1 birlikte kullanilarak incelenmistir.
Calismada 03.01.2022-03.12.2025 doénemine ait 981 giinliik logaritmik
getiri verisi kullanilmigtir. Gaussian, Student-t, Clayton ve Gumbel olmak
tizere dort farkli kopula modeli karsilastirilmis ve Akaike Bilgi Kriteri (AIC)
sonuclarina gore Gumbel kopulasinin en uygun model oldugu belirlenmistir.
Bu bulgu, BIST Sinai endeksi ile USD/TRY arasindaki iligskinin 6zellikle
pozitif soklar sirasinda {ist kuyrukta asimetrik ve gii¢lii bir bagimlilik yapist
sergiledigini ortaya koymaktadir. Ayrica esit agirlikli bir portfoy icin %99
giiven diizeyinde hesaplanan Riske Maruz Deger (VaR) sonuglari, geleneksel
normal dagilima dayali yontemlerin riski yaklasik %21 oraninda eksik
tahmin ettigini gostermektedir. Elde edilen bulgular, finansal riskin yalnizca
piyasalar arasi korelasyondan degil, ayn1 zamanda marjinal dagilimlardaki
sisman kuyruk (fat-tail) yapisindan da kaynaklandigini ortaya koymakta ve
EVT tabanli kopula yaklagimlarinin risk yonetiminde kullanilmasinin
Onemini vurgulamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Kuyruk Bagimliligi, Kopula, Asirt Deger Teorisi,
Finansal Risk

JEL Kodlari: C13, C46, C58

ANALYSIS OF TAIL DEPENDENCE WITHIN THE
FRAMEWORK OF COPULA AND EXTREME VALUE THEORY:
BIST INDUSTRIAL INDEX-EXCHANGE RATE APPLICATION

Abstract

Traditional risk management practices in financial markets have long
relied on the assumptions of normal distribution and linear correlation.
However, the presence of fat tails, volatility clustering, and increased co-
movement during extreme events in financial time series reveals that
traditional approaches become significantly inadequate, particularly during
periods of crisis. In this study, the dependence structure between the Borsa
Istanbul Industrial Index (BIST Industrial) and the exchange rate of US
Dollar-Turkish Lira (USD/TRY) is examined using a combined framework
of Extreme Value Theory (EVT) and copula models. The analysis is based on
981 daily logarithmic returns covering the period from January 3, 2022, to
December 3, 2025. Four different copula models—Gaussian, Student-t,
Clayton, and Gumbel—are estimated and compared using the Akaike
Information Criterion (AIC). The results indicate that the Gumbel copula
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provides the best fit, implying the presence of strong and asymmetric upper
tail dependence between the BIST Industrial Index and the USD/TRY
exchange rate, particularly during periods of positive shocks. Furthermore,
Value at Risk (VaR) estimates at the 99% confidence level for an equally
weighted portfolio reveal that traditional normal-distribution-based methods
underestimate the actual risk by approximately 21%. These findings
demonstrate that financial risk arises not only from inter-market dependence
but also from fat-tailed marginal distributions, highlighting the necessity of
EVT-based copula models for more accurate risk measurement.

Keywords: Tail Dependence, Copula, Extreme Value Theory, Financial
Risk

JEL Codes: C13, C46, C58
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1. Giris

Finansal istatistik ve risk yonetimi literatiiriinde bagimlilik yapilarmin
dogru bigimde modellenmesi, gerek portfoy cesitlendirmesinin saglikli
sekilde yapilabilmesi gerekse risk Olgiimlerinin giivenilir sonuglar
verebilmesi agisindan temel bir Oneme sahiptir. Analizlerde siklikla
kullanilan Pearson korelasyon katsayisi, yalnizca dogrusal iligkileri
Olgebilmesi ve degiskenlerin normal dagildigi varsayimmna dayanmasi
nedeniyle, finansal piyasalarin yapisal karmasikligimi ve c¢ogu zaman
simetrik olmayan bagimlilik yapilarini temsil etmekte yetersiz kalmaktadir
(Embrechts, McNeil ve Straumann, 2002). Oysa finansal zaman serilerinin
tarihsel davranigina bakildiginda volatilite kiimelenmesi, keskin tepe ve kalin
kuyruk ozellikleri ile 6zellikle kriz donemlerinde artan ortak hareket yapisi
gibi normallikten 6nemli sapmalar sergiledigi bilinmektedir (Mandelbrot,
1963). Bu ozellikler, finansal varliklarin aslinda dogrusal olmayan, zamanla
degisen ve u¢ noktalarda belirginlesen bir bagimlilik yapisina sahip oldugunu
gostermektedir.

Bu bagmlhilik yapisinin geleneksel korelasyon ile tam olarak
anlasilabilmesi miimkiin degildir. Ozellikle kriz dénemlerinde korelasyonun
ani yiikselmesi ve varliklarin u¢ bolgelerde birlikte hareket etme egilimi,
literatiirde korelasyon bozulmasi veya korelasyon ¢okiisii (correlation
breakdown) olarak adlandirilan duruma yol agmakta ve risk modellerinin
portfoy kaybini sistematik olarak diisiik tahmin etmesine neden olmaktadir.
Bu zorluklar, bagimliligin yalnizca ortalama iligkiler iizerinden degil,
dagilimin ug¢ noktalarindaki davraniglar {izerinden incelenmesi gerektigini
acik bi¢cimde ortaya koymaktadir.

Bu baglamda, bagimlilik yapisini yalnizca ortalama davranisa gore degil,
dagilimin u¢ noktalarinda (kuyruklarinda) inceleyen Ug¢ Deger Teorisi
(Extreme Value Theory-EVT) ve bu teorinin bir uzantisi olan kuyruk
bagmmlilig1 (tail dependence) kavrami finans literatiiriinde giderek Onem
kazanmaktadir. Kuyruk bagimliligi, iki degiskenin ekstrem (asiri-ug)
degerlerde birlikte hareket etme egilimini Ol¢cen asimptotik bir olasilik
gostergesidir (Joe, 1997). Dolayisiyla bir varhigin getirisi belirli bir esik
degerin altina diistigiinde veya belirli bir esigin Ustline ¢iktiginda, diger
varligin da aym ug bolgeye diisme olasiligimi nicel olarak ifade eder. Bu
ozellik, finansal stres donemlerinde sistemik riskin degerlendirilmesi, stres
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testlerinin uygulanmasi ve portfoy dayanikliliginin analiz edilmesi agisindan
cok onemli bir rol oynamaktadir.

Kuyruk bagimliliginin modellenmesinde en temel araglardan biri kopula
(copula) fonksiyonlaridir. Sklar’in (1959) teoremine dayanan kopula
yaklagimi, ¢ok degiskenli dagilimin marjinal dagilimlardan bagimsiz olarak
modellenmesine imkan vererek bagimlilik yapisinin dogrudan temsil
edilmesini saglar. Boylece kopula modelleri, finansal serilerin sergiledigi
simetrik veya asimetrik bagimliligi esnek bir bicimde yakalayabilir.
Arsimedyan kopulalar (Clayton, Gumbel, Frank) farkli kuyruk 6zelliklerini
modelleme kapasiteleri ile dikkat ¢cekerken, Student-t kopulasi hem alt hem
tist kuyruklarda pozitif bagimlilik tiretebilmesi nedeniyle ozellikle kriz
donemlerinde agir kuyruk yapisini gercekei bicimde temsil eden bir arag
olarak o6ne c¢ikmaktadir (Nelsen, 2006; Demarta&McNeil, 2005). Son
yillarda Vine kopulalar da ¢ok degiskenli bagimlilik yapilarimin esnek bir
sekilde modellenmesine olanak tanidigi i¢in hem akademik hem uygulamali
aragtirmalarda yaygin olarak kullanilmaya baslanmistir (Joe, 1997; Bedford
& Cooke, 2002).

Ulusal literatiirde de kopula temelli bagimlilik modellemeye yo6nelik
ilginin arttif1 goriilmektedir. Tirkiye finansal piyasalar1 {izerine yapilan
ampirik ¢aligmalarda, degiskenler arasindaki bagimlilik yapisint modellemek
amaciyla farkli kopula ailelerinin sik¢a kullanildig1 gériilmektedir. Ozellikle
doviz kuru, enflasyon ve borsa endeksleri arasindaki iligkilerin incelendigi
arastirmalarda, verinin yapisina bagl olarak degisen sonuclar elde edilmistir.
Doviz kuru ve makroekonomik gostergeler arasindaki etkilesimi ele alan
caligmalarda, genellikle Arsimedyan kopula ailesinin One ¢iktig
goriilmektedir.  Giiloksiiz (2015), Tiiketici Fiyat Endeksi (TUFE) ile
USD/TRY kuru arasindaki iligkiyi inceledigi ¢alismasinda, degiskenlerin
birlikte artma egiliminde oldugunu ve bu yapinin en iyi Gumbel kopulasi ile
modellendigini tespit etmistir. Benzer sekilde Biiyiikkyllmaz (2016),
enflasyon dinamiklerini analiz ettigi ¢aliymasinda Uretici Fiyat Endeksi
(UFE) ile TUFE arasindaki giiglii bagimlihig modellemek igin Gumbel-
Hougaard ailesinin en uygun yapi oldugunu ortaya koymustur. Karakas ve
Dogan (2017) ise USD/TRY kuru ile mevduat faiz oranlari arasindaki pozitif
yonlii iliskiyi Joe kopulasi yardimiyla belirlemistir.

Borsa Istanbul (BIST) ve déviz piyasalar arasindaki iliskiyi inceleyen
aragtirmalarda ise bulgular kullanilan kriterlere gore farklilasabilmektedir.
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Celik (2022) calismasinda, BIST 100 endeksi ile USD/TRY arasindaki
iliskiyi analiz etmis ve veriye en iyi uyum saglayan modelin simetrik yapili
t-kopula oldugu sonucuna varmustir. Unal (2022), BIST elektrik endeksi ve
dolar kuru 6zelinde yaptigi calismada, Hata Kareler Ortalamasi (MSE)
kriterine gdre Clayton kopulasinin, Akaike (AIC) ve Bayes (BIC) bilgi
kriterlerine gore ise Gumbel kopulasinin daha basarili oldugunu
raporlayarak, model se¢ciminde kullanilan kriterin 6nemine dikkat cekmistir.

Son donemde yapilan c¢alismalarda ise, cok degiskenli yapilari ve
sektorler arasi karmasik iligkileri modelleyebilen asma (Vine) kopula
yontemlerine ilginin artti§1 gdzlemlenmektedir. Farnoudkia ve Purutguoglu
(2020), Borsa Istanbul’daki tiim sektdrleri kapsayan analizlerinde, insaat
sektori ile diger sektorler arasindaki bagimlilik agin1 R-Vine kopula
yontemiyle ortaya koymustur. Risk yonetimi odakli ¢aligmalarda ise hibrit
modellerin basaris1 vurgulanmaktadir. Ozgiir ve Sarikovanlk (2021), BIST
30 hisseleri lizerinde gerceklestirdikleri geriye doniik testlerde (backtesting),
R-Vine Copula-GARCH modelinin Beklenen Kayip (Expected Shortfall-ES)
tahminlerinde {istiin performans sergiledigini belirlemistir. Benzer bir
yaklagimla Yildinm Kiilek¢i vd. (2023), bankacilik sektorii hisselerini
inceledikleri ¢aligmalarinda, GARCH ve R-Vine yontemlerinin entegre
edilmesinin, geleneksel yontemlere kiyasla Riske Maruz Deger (VaR)
tahminlerinde belirgin bir iyilesme sagladigini gostermislerdir.

Bununla birlikte, finansal risk sadece varliklar arasindaki korelasyondan
degil, ayni zamanda varliklarin kendi marjinal dagilimlarindan da
kaynaklanmaktadir. Literatiirde genellikle kuyruk bagimliliginin varligina
odaklanilsa da, varliklar arasinda giiglii bir bagimlilik olmasa dahi, ‘sisman
kuyruklu (fat-tail)’ marjinal dagilimlarin risk tahminlerini nasil saptirdigi
ampirik olarak incelenmesi gereken bir konudur. Bu c¢alisma, s6z konusu
ayrimi BIST sinai endeksi ve USD/TRY 6rnegi iizerinden somutlastirmay1
hedeflemektedir. Bu amagla, bu iki seriye ait gézlem degerleri 03.01.2022—
03.12.2025 doénemi igin derlenmis ve gilinliik getiriler hesaplanarak analizler
gergeklestirilmistir.

Bu aragtirmanin temel amaci, kuyruk bagimmliligi kavramini Asirt (Ug-
Ekstrem) Deger Teorisi perspektifiyle, teorik ve uygulamali boyutlariyla ele
alarak finansal risk modellemesi baglaminda degerlendirmektir. Bu
kapsamda ¢aligmada su sorulara yanit aranacaktir:
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e Kuyruk bagimliligi nedir ve finansal risk yonetimi agisindan neden
biiylik 6neme sahiptir?

e Kopula fonksiyonlar1 ve Ug Deger Teorisi, ekstrem piyasa hareket-
lerini modellemek i¢in nasil entegre edilmektedir?

o Farkli kopula modelleri (Arsimedyan, Eliptik vb.) ekstrem risk dav-
ranigini yakalamada nasil bir performans gostermektedir?

o Kopula tabanli risk 6l¢timleri, geleneksel korelasyon bazli dl¢limlere
gore daha gercekei tahminler sunmakta midir?

2. Kuyruk Bagimhihgi: Kavramsal Cerceve

Kuyruk bagimmlhiligi, istatistiksel olarak iki rastgele degiskenin
dagilimlarinin u¢ (kuyruk) bolgelerindeki asimptotik davranigini ifade eder.
X ve Y siirekli rastgele degiskenleri, sirasiyla F ve G marjinal kiimiilatif
dagilim fonksiyonlarina sahip olsun. Bu iki degisken arasindaki ekstrem
bagimlilik, Ust Kuyruk Bagimhihg (1y)ve Alt Kuyruk Bagimhligi (1)
katsayilar1 araciligiyla tamimlanir. Ust kuyruk bagimliligi, cok yiiksek
degerlere karsilik gelen es zamanli agir1 kazanglarin ortaya ¢ikma olasiligini
ifade eder. Pozitif soklarin veya spekiilatif balonlarin birlikte hareket ettigi
piyasa yapilarinda onemli bir rol oynar. Alt kuyruk bagimliligi, bir
degiskenin ¢ok diigiikk degerlere indigi asir1 kayip durumlarinda diger
degiskenin de benzer sekilde asiri diisiikk deger alma olasiligin1 6lcer. Bu
baglamda alt kuyruk bagimliligi, 6zellikle piyasa ¢okiisleri, finansal kriz
bulagmasi ve negatif soklarim yayilimi agisindan énemlidir.

Joe (1997) tarafindan formiile edilen st kuyruk bagimhilig, X
degiskeninin belirli bir yiiksek esik degerini (u) asmasi kosulu altinda, Y
degiskeninin de bu esigi asma olasiliginin limiti olarak tanimlanir:

Ay = uli_)rrll_P(Y >G Yw)|X > F(w) (1)

Benzer sekilde, finansal kriz donemlerinde veya ay1 piyasalarinda nem
kazanan alt kuyruk bagimliligi, her iki degiskenin de belirli bir diigiik esik
degerinin altinda kalma olasiliginin limitidir:

A, = lim P(Y <G W)X < F7'(w) ©)
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Burada G~lve F~1, ilgili dagilimlarmn ters fonksiyonlarmi (quantile
fonksiyonlari) temsil eder. A € (0,1] olmasi durumu asimptotik bagimliligi,
A = 0 olmasi durumu ise asimptotik bagimsizlig1 gosterir.

Kuyruk bagimliligi, finansal risk yonetiminde o6zellikle kriz
donemlerinde piyasalarin nasil birlikte hareket ettigini anlamak agisindan son
derece 6nemli bir kavramdir. Bu 6nem birkag¢ temel noktada kendini gdsterir:
i. Korelasyon Yanilsamasi ve Cesitlendirme Sorunu
Aralarinda genellikle diisiik korelasyon oldugu diisiiniilen varliklarin, stres
donemlerinde ayn1 yonde sert hareketler sergileyebildigi sik¢a goriiliir. Poon
vd. (2004) bu durumu “bagimliligin asimetrik yapisi” olarak adlandirir. Eger
bir portfoy yoneticisi sadece sakin donemlerde hesaplanan ortalama korelas-
yona bakarak karar verirse, kriz zamanlarinda ortaya ¢ikan giiclii alt kuyruk
bagimliligint (1; > 0) gozden kagirabilir. Bu da ¢esitlendirme stratejisinin
beklenen korumay1 saglamamasina ve portfoyiin beklenenden ¢ok daha bii-
yiik kayiplarla karsilasmasina yol agar.

ii. VaR ve ES Gibi Risk Ol¢iimlerinin Gercekiligi

Riske Maruz Deger (VaR) ve Beklenen Kayip (ES) gibi olgiitler, 6zellikle
dagilimin u¢ kisimlarina oldukga duyarlidir. Ancak literatiirde sik kullanilan
Gaussian kopula modeli, yapist geregi kuyruk bagimliligini sifir varsayar.
Gergek piyasa verilerinde ise ¢ogu zaman belirgin bir kuyruk bagimlilig
bulunur. Bu nedenle kuyruklari dogru yansitmayan bir model, risk
seviyelerini oldugundan diisiik hesaplayabilir. Demarta ve McNeil (2005)
calismasinda da vurgulandigi gibi, bu durum finansal kurumlarin
beklenmedik soklar karsisinda yetersiz sermaye tutmasina neden olabilir.

iii. Sistemik Risk ve Finansal Bulasma iliskisi

Kuyruk bagimliligi ayn1 zamanda finansal sistemde bulagmanin ve yayilma
etkilerinin matematiksel karsiligidir. Bir piyasada yasanan asir1 bir sokun
bagka piyasalara ne derece sigrayabilecegi, biiyiik 6l¢iide kuyruk bagimlilig
katsayisi ile agiklanir. Bu nedenle A; degerindeki artis, finansal sistemde ki-
rilganligin yilikseldigine isaret eder. Diizenleyici otoritelerin kuyruk bagimli-
lig1 Olgiitlerini “erken uyari sinyali” olarak degerlendirmesi de bu yiizden
yayginlagmigtur.
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3. Kopula Aileleri ve Kuyruk Bagimhhgi
Yapilari

Kuyruk  bagimhiligi =~ parametrelerinin =~ hesaplanmasinda  ve
modellenmesinde Kopula (Copula) teorisi 6énemli bir rol oynar. Sklar
Teoremi’ne (Sklar, 1959), gore cok degiskenli bir dagilim, marjinal
dagilimlar ile bu marjinaller arasindaki bagimlilig1 tanimlayan bir kopula
fonksiyonu araciligiyla ifade edilebilir. Dolayistyla, secilen kopula ailesi
yalnizca bagimlilik diizeyini degil, ayni zamanda ozellikle u¢ deger
davranisinin (extreme dependence) seklini de belirler. Bu nedenle farkli
kopula aileleri, Ug Degerler Kurami (EVT) perspektifinden bakildiginda
farkli risk karakteristiklerini temsil eder.

Nelsen (2006), kuyruk bagimliligi katsayilarinin kopula fonksiyonu
iizerinden su sekilde tiiretilebilecegini gostermistir:

A CRD) o 1-2u+Cuuw
A, = lim ve Ay = lim
u—-0t u u-1" 1—u

A3)

Bu formiil, farkli kopula ailelerinin neden farkli risk yapilarini temsil
ettigini aciklar. Ornegin, finansal modellemede siklikla kullamlan Gumbel
Kopula, giiglii bir iist kuyruk bagmmliligi sergilerken (A > 0,4, = 0);
Clayton Kopula yalnizca alt kuyruk bagimliligina sahiptir (1, > 0,1, = 0).

Kopula fonksiyonlar1, ¢ok degiskenli dagilimlarin bagimlilik yapisim
esnek bir bicimde modelleme imkan1 sunmaktadir. Literatiirde en yaygin
kullanilan kopula aileleri; eliptik kopulalar, Arsimedyan (Archimedean)
kopulalar ve asir1 deger (extreme value) kopulalar1 olmak {izere {i¢ ana baglik
altinda toplanmaktadir.

i. Eliptik Kopulalar

Eliptik kopulalar ailesi, iki degiskenli normal kopula ile iki degiskenli ¢
kopulasini kapsamaktadir. Bu kopulalar, simetrik bagimlilik yapilarinin
modellenmesinde yaygin olarak kullamlmaktadir. iki degiskenli normal
kopula asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

C(ug,up) = ©p(P~ (wy), 71 (up)) 4)
Burada, @, dogrusal korelasyon katsayisi p olan iki degiskenli standart

normal dagilimin dagilim fonksiyonunu; @1 ise standart normal dagilimin
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ters dagilim fonksiyonunu ifade etmektedir. Normal kopulanin en temel
ozelligi, bagimlilig1 yalnizca dogrusal korelasyon iizerinden agiklamasi ve
kuyruk bagimliligin1 yakalayamamasidir. Bu eksiklik, kalin kuyruklara ve ug
degerlerde es-hareketlilige duyarli olan ¢ kopulasi ile biiyiik Olglide
giderilmektedir.

Eliptik kopulalar, finansal risk yoOnetimi literatiirinde bagimlilik
yapilarini modellemek i¢in en sik kullanilan yaklasimlardan biridir. Bu
kopula ailesinin temel 6zelligi, bagimlilik yapisimi eliptik dagilimlardan
(6rnegin ¢ok degiskenli Normal ve ¢ok degiskenli Student-t dagilimi)
tiiretmesi ve dolayisiyla bagimlilig1 simetrik bir bigimde temsil etmesidir.
Simetrik bagimlilik, degiskenlerin u¢ noktalardaki (hem alt hem de iist
kuyruklarda) birlikte hareket olasiliklarinin ayni oldugu anlamma gelir.
Finansal getirilerin kriz donemlerinde hem pozitif hem negatif yonlii asir
hareketlere maruz kalabilecegi g6z Oniine alindiginda, bu o6zellik eliptik
kopulalar1 6zellikle stres donemlerinin analizi agisindan 6nemli bir arag
haline getirir (Demarta & McNeil, 2005).

Gaussian (Normal) Kopula ve Sitmirhiliklari:

Eliptik kopulalarin en bilinen iiyesi olan Gaussian kopula, uzun yillar
boyunca portfoy riski, kredi riski ve tiirev fiyatlamada bagimlilik i¢in
varsayilan yaklasim olarak kullanilmistir (Embrechts, McNeil & Straumann,
2002). Gaussian kopulanin temel iistiinliigli, matematiksel olarak son derece
esnek ve hesaplamasmin kolay olmasidir. Ancak normal dagilima dayal
olmasi nedeniyle kuyruk bagimsizligi 6zelligine sahiptir; yani degiskenler ug
bolgelerde birlikte asirt deger alma egilimi gostermez. Bu 6zellik, 2007-2009
Kiiresel Finansal Krizi sirasinda ciddi sekilde elestirilmistir; ¢linki
piyasalarda yasanan esanli ¢oOkiisler Gaussian kopulanin varsaydigi
bagimlilik yapisi ile uyusmamistir (Salmon, 2012).

Dolayisiyla Gaussian kopula, normal kosullarda giivenilir tahminler
iiretse de, asir1 oynaklik ve kriz ortamlarinda bagimliligi oldugundan diisiik
gostererek riski sistematik bicimde goz ardi edebilir.

Student-t Kopulasi: Kalin Kuyruklar ve Simetrik Kuyruk Bagimliligi

Gaussian kopulanin eksikliklerini gidermek lizere gelistirilen Student-t
kopulasi, eliptik aile i¢inde finansal uygulamalarda en ¢ok tercih edilen
modellerden biridir. Bu kopula hem alt hem de st kuyruklarda ayni
biiyiikliikte pozitif kuyruk bagimlilig saglar; bu nedenle bagimliligi simetrik
bir bigimde temsil eder (Demarta & McNeil, 2005).
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Student-t kopulanin en O6nemli parametrelerinden biri olan serbestlik
derecesi (v), dagilimin kuyruk kalinligin1 belirler. Serbestlik derecesi
diistiikge kuyruklar kalinlasir; bu da esanli agir1 getirilerin (joint extremes)
goriilme olasiligini artirir. Finansal kriz donemlerinde varlik fiyatlarinin ayni
anda hizla diismesi gibi durumlar1 yakalayabilmesi nedeniyle Student-t
kopulasi, sistemik risk 6l¢iimleri (CoVaR, MES), portf0y optimizasyonu ve
stres testlerinde yaygin olarak kullanilmaktadir (Aas & Berg, 2009).

Finansal risk yonetiminde Gaussian kopulasina kiyasla daha gergekei bir
alternatif olan Student-t kopulasi, hem alt hem de iist kuyruklarda pozitif ve
simetrik bir bagimlilik sunar. Demarta ve McNeil (2005) tarafindan
vurgulandigi tizere, serbestlik derecesi (J) diistiik¢e dagilimin kuyruklart
kalinlasir.

AL = AU = 2t19+1 (_V19 + 1

L) )
Jith

Serbestlik derecesinin kiigiik olmasi durumunda dagilimin kuyruklar
kalinlagir; bu da finansal piyasalarda asir1 kayip ve kazanglarin ayni anda
gergeklesme olasiligini artirir (Demarta ve McNeil, 2005).

Eliptik kopulalarin sundugu simetrik bagimlilik yapisi, finansal
analizlerde hem avantaj hem de simirhilik yaratabilir. Pozitif ve negatif
ekstrem getirilerin ayn1 derecede bulagsma egilimi tasidig1 varsayimi, bazi
piyasalarda olduk¢a gercek¢i olabilir; bu baglamda eliptik kopulalarin
sundugu simetrik bagimlilik yapisi avantaj saglar. Ornegin kiiresel hisse
senedi endeksleri biiylik soklara genellikle birlikte tepki verir (Longin &
Solnik, 2001). Pek ¢ok finansal iliskide bagimlilik yapisinin asimetrik olmas1
ise bir smirhiliktir. Ornegin doviz kuru-borsa iligkisi veya petrol fiyati-
enflasyon iligkisi siklikla alt kuyruga daha duyarlidir. Bu tiir durumlarda
eliptik kopulalar bagimlilik yapisim fazla “diizlestirerek” asimetrik riski
gizleyebilir (Patton, 2006). Bu nedenle eliptik kopulalarin kullanimi, finansal
serilerin yapisina ve arastirmanin amacina gore dikkatle degerlendirilmelidir.

ii. Arsimedyan (Archimedean) Kopulalar

Arsimedyan kopulalar, ozellikle tek tarafli kuyruk bagimliliginin
modellenmesinde sagladiklar1 esneklik nedeniyle finans, sigortacilik ve
hidroloji gibi birgok alanda yogun bigimde kullanilmaktadir. Bu kopula
ailesinin genel gosterimi asagidaki gibidir:

Clug,up) = ¢~ oy + o(uy)) (6)
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Burada firete¢ (generator) fonksiyonu ¢: (0,1] - [0, ) siki bigimde
azalan ve konveks bir fonksiyondur ve ¢ (1) = 0 kosulunu saglamaktadir.
Ayrica, t = lirr(1)<p(u) icin @~1(t) = 0 oldugu varsayilmaktadur.

u-

Bu aileye ait en yaygin kopulalar Clayton, Gumbel ve Frank
kopulalaridir. Clayton kopulast alt kuyruk bagimliligini, Gumbel kopulast ise
ist kuyruk bagimliligini yakalama konusunda iistiinliik saglarken; Frank
kopulas1 simetrik ancak kuyruk bagimliligi icermeyen bir bagimlilik yapisini
temsil etmektedir. Bu 6zellikleri sayesinde Arsimedyan kopulalar, asimetrik
bagimlilik yapilarmin modellenmesinde eliptik kopulalara kiyasla dnemli
avantajlar sunmaktadir.

Clayton Kopulasi:

Clayton (1978) tarafindan onerilen bu fonksiyon, 6zellikle alt kuyrukta
giicli bir bagimlilik sergilerken, {ist kuyrukta asimptotik bagimsizlik
varsayar. Clayton kopulast alt kuyruk bagimliligini giiclii bicimde yansitan
yapist nedeniyle, varlik fiyatlarinin ayni anda sert disiisler gosterdigi
donemleri modellemek igin uygundur. 8€(0,0) bagimlilik parametresi
olmak iizere:

AL = 2_1/6,/11] =0 (7)

Burada 8 — oo iken 4; — 1 olur; yani bagimlilik parametresi arttikca alt
kuyruk bagimlilig1 giiglenir.

Gumbel Kopulasi:

Gumbel (1960) kopulasi ise Clayton’in aksine, iist kuyruk bagimliligim
dikkate alirken, alt kuyruk bagimliligini sifir kabul eder. Bu asimetri,
spekiilatif piyasa balonlar1 gibi pozitif soklarin birlikte hareket ettigi
durumlar i¢in uygundur. fe€ [1, o) olmak iizere:

Ay=2-2Y92, =0 (®)

Frank Kopula:

Hem pozitif hem negatif bagimliliga izin veren esnek bir yapisi vardir
ancak Gaussian kopula gibi, u¢ noktalarda asimptotik bagimsizlik sergiler
(A, = Ay = 0). Bu nedenle, u¢ olaylarin es zamanliligin1 modellemek igin
uygun degildir

iii. Asir1 Deger (Extreme Value) Kopulalarn

Bagimsiz ve 6zdes dagilima sahip (iid) rassal degiskenlerden olusan
serilerde, her bir degisken i¢in gbzlenen maksimum degerlerin uygun
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doniisiimlerle ortak bir yapiya tasinmasi sonucu elde edilen limit dagilimlarin
modellenmesinde, iki degiskenli asir1 deger (bivariate extreme value — BEV)
kopulalar1 kullanilmaktadir.
Bu kopula ailesi asagidaki sekilde ifade edilmektedir:
-1 -1
C(uy,uy) = exp {—V ( )} )

logu,’ logu,

Burada bagimlilik yapisim belirleyen fonksiyon,

~V(x,y) = [, max {%,“TW}ZdH(w) (10)
seklinde tanimlanmaktadir. H, destek kiimesi [0,1] olan ve beklenen degeri
1/2 olan bir dagilim fonksiyonudur.

BEV kopulalarmin temel sinirhiligi, ug¢ degerlerde bagimlilik
bulunmasina ragmen limitte bagimsizlik sergileyen bagimhilik yapilarim
yeterince temsil edememesidir (Dupuis ve Jones, 2006). Bu nedenle,
Ozellikle finansal piyasalarda ug¢ risklerin modellenmesinde dikkatli
kullanilmas1 gerekmektedir.

4. Uygulama: BIST Sinai Endeksi ve Usd/Try
Piyasalarinda Kuyruk Bagimlilig: ve Risk
Analizi

Bu béliimde, teorik cercevesi sunulan metodoloji, Borsa Istanbul Sinai
Endeksi (BIST Smai) ve USD/TRY doviz kuru verileri kullanilarak test
edilmistir. Analizde hem bu iki degisken arasindaki bagimlilik yapisini ortaya
koymak hem de bagimliligin zayif oldugu durumlarda bile marjinal kuyruk
risklerinin portfoy performansini nasil etkiledigini gostermek amaglanmistir.

Calismada gergeklestirilen tim ampirik analizler, agik kaynak kodlu
Python programlama dili ve ilgili ekonometrik kiitliphaneler kullanilarak
ylritilmistiir. Veri 6n isleme siirecinde ham verilerin temizlenmesi,
diizenlenmesi ve logaritmik getiri serilerinin elde edilmesi asamalarinda
Pandas ve NumPy Kkiitiiphanelerinden yararlanilmigtir. Serilere iligkin
tanimlayici istatistiklerin hesaplanmasi ile Jarque—Bera normallik testlerinin
uygulanmasinda SciPy (Stats) modiilii temel ara¢ olarak kullanilmistr.
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Bagimlilik yapisinin modellenmesi agamasinda Gaussian, Clayton,
Gumbel ve Student-t kopula modelleri maksimum olabilirlik yontemi (MLE)
ile tahmin edilmis; bu siiregte SciPy (Optimize) kiitliphanesinde yer alan
Nelder—-Mead algoritmasindan faydalanilmistir. Model performanslarinin
karsilastirilmasinda kullanilan AIC ve BIC bilgi kriterleri, tahmin edilen log-
yogunluk fonksiyonlar1 esas alinarak Python ortaminda manuel olarak
hesaplanmistir. Son asamada ise Riske Maruz Deger (VaR) hesaplamalari ile
elde edilen ampirik bulgularin gorsellestirilmesinde Matplotlib ve Seaborn
kiitiiphaneleri kullanilmis; bdylece piyasa verilerinde goézlenen sisman
kuyruk yapilar1 ve asimetrik sa¢ilimlar akademik standartlara uygun bicimde
raporlanmigtir.

4.1. Veri Seti

Calismada kullanilan Borsa Istanbul Sinai Endeksi (BIST Sinai) ve
USD/TRY doéviz kuru degiskenlerine ait 03.01.2022-03.12.2025 doénemini
kapsayan 981 giinliik gozlem degerleri frinvesting.com sitesinden
derlenmistir. Oncelikle degiskenlerin logaritmalar1 alinmis ve zaman serisi
grafikleri ¢izilerek Sekil 1’de sunulmustur.

203301 02207 202301 200307 02401 J024.07 202503 2033507 202001
Tarih

Sekil 1. Degiskenlere ait zaman serisi grafikleri

Sekil 1°de sunulan grafik incelendiginde, BIST Sinai Endeksi ve
USD/TRY kuru uzun vadeli bir yiikselis trendi gostermektedir. BIST Sinai
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Endeksinin déviz kuruna gore ¢ok daha dalgali bir seyir izledigi ve donem
donem kur hareketlerinden ayristig1 (decoupling) dikkat cekmektedir.

Sekil 2’de yer alan sacilim grafigi, BIST Sinai Endeksi ile USD/TRY
kuru arasindaki iligkinin 6zellikle ug deger bolgelerinde dogrusal korelasyon
varsayiminin digina ¢iktigini géstermektedir. Grafigin sag iist béliimiinde her
iki degiskenin es zamanh ve gii¢lii bigimde yiikseldigi ortak asir1 hareketler
dikkat ¢ekmekte, bu durum ise iist kuyruk bagimliliginin varligina isaret
etmektedir. Buna karsilik, her iki serinin birlikte geriledigi sol alt u¢ bolgede
gozlenen kiimelenmenin daha simirli oldugu goriilmektedir. Ortaya ¢ikan bu
asimetrik yapi, stres ve kriz donemlerinde varliklar arasindaki iliskilerin
dogrusal korelasyon ¢ercevesiyle yeterince agiklanamayabilecegini ve
korelasyon yapisinda bozulmalarin ortaya ¢ikabilecegini gostermektedir. Bu
yoniiyle grafik, geleneksel korelasyon temelli risk 6l¢lim yaklasimlarinin
ekstrem piyasa kosullarinda neden yetersiz kaldigimi gorsel olarak da
destekler niteliktedir.

18 T

-l o :;;."
s
BN T ot

[3
£ 32 "
& 33

vy
4 '.' p
"n.c.‘.;:»~
fBp . wieene Q-..‘ptl_'.’ »
“e

(e "?0

-
-
204 ‘-‘."

v ' ' . ' ' . "
L) L) 8.6 58 9.0 92 94 2.0
Log BIST SINAI endeks

Sekil 2. Log BIST Sinai endeksi ve Log USD/TRY arasindaki iliski

Getiri serilerine ait tanimlayici istatistikler ve Jarque-Bera testi sonuglari
ise Tablo 1°de verilmistir.
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Tablo 1: Getiri Serilerine Ait Tammlayic istatistikler

% 0,14 % 0,12
% 1,89 % 0,55
0,45 2,17

8,43 59,69

p <0,001 p <0,001

Tablo 1’de sunulan tamimlayici istatistikler, her iki serinin de tipik
finansal zaman serilerinde goriilen “kalin kuyruk” yapisim gii¢lii bigimde
sergiledigini gostermektedir. USD/TRY serisinin ¢arpiklik ve basiklik
degerlerinin 6zellikle yliksek olmasi, doviz kurunda asir1 degerlerin siradan
bir normal dagilima kiyasla ¢ok daha sik yasandigina isaret etmektedir. Bu
bulgu, marjinal dagilimlarin normal varsaymmi altinda modellenmesinin
uygun olmayacagini ve EVT tabanli yaklagimlarin gerekliligini agik bigimde
ortaya koymaktadir.

4.2. Bagimhhik Yapisinin Modellenmesi

Finansal varliklar arasindaki bagimlilik yapisim belirlemek amaciyla
dort farkli kopula ailesi kapsaminda modeller olusturulmustur. Simetrik
bagimlilig1 temsil eden Gaussian ve Student-t kopulalari ile alt kuyruk (kriz
donemleri) bagimlhiligim yakalamaya yonelik Clayton ve iist kuyruk (sok
donemleri) bagimliligint modelleyen Gumbel kopulalari tahmin edilmistir.
Elde edilen modellerin performanslari, Akaike Bilgi Kriteri (AIC) ve Bayes
Bilgi Kriteri (BIC) esas alinarak karsilagtirilmis; karsilagtirma sonuglari
Tablo 2’de sunulmustur.

Tablo 2: Kopula Modellerinin Performans Karsilastirmasi

-819,56 -814.68
1,89 6.78
2,01 6.89
262,23 274.01

Analiz sonuglar1 degerlendirildiginde, Gumbel kopulasinin diger
modellere kiyasla en iyi uyumu sagladigi goriilmektedir. Model se¢imi i¢in
kullanilan her iki bilgi kriterinin (AIC ve BIC) de Gumbel modelini en uygun
yap1 olarak one ¢ikarmasi, bu sonucun istatistiksel olarak tutarli oldugunu
gostermektedir.
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Gumbel kopulasi, AIC degeri (-819,56) ile en diisiik skoru elde ederken,
model karmagikligin1 daha giiclii bigimde cezalandiran BIC kriterinde de (-
814,68) en iyi uyumu saglamistir. BIC’in de Gumbel modelini desteklemesi,
modelin yalnizca yiiksek bir uyum basarisi sergilemedigini, ayn1 zamanda
parametre sayisi agisindan da etkin ve dengeli bir yap1 sundugunu ortaya
koymaktadir.

Bu bulgular, BIST Sinai Endeksi ile USD/TRY kuru arasindaki iliskinin
incelenen donem itibartyla 6zellikle iist kuyrukta yogunlasan bir bagimlilik
yapisi sergiledigine isaret etmektedir. Gumbel modelinin asimetrik yapisi, iki
degisken arasindaki iliskinin 6zellikle pozitif soklar sirasinda (hem kurda
hem de hisse senedi piyasasinda yiikselis donemlerinde) daha giiclii hale
geldigini gostermektedir. Bu sonuglar, simetrik bagimliligi varsayan
Gaussian ve alt kuyruk bagimliligina odaklanan Clayton kopulalarinin,
piyasanin bu yonlii asimetrik dinamiklerini aciklamada smirli kaldigim
ortaya koymaktadir.

4.3. Risk Ol¢iimii ve Bulgularin Tartisiimasi

Uygulamanin 6énemli bir agamasi da, tespit edilen asimetrik bagimlilik
yapisinin ve marjinal dagilimlardaki sapmalarin portfdy riski iizerindeki
somut etkisinin dlgiilmesidir. Bu amagla, esit agirlikli bir portfdy igin %99
giiven diizeyinde Riske Maruz Deger (VaR) hesaplanmig ve sonuglar Tablo
3’te sunulmustur.

Analiz sonuglarma gore, geleneksel normal dagilima dayali yontem
VaR’1 %2,18 olarak tahmin ederken, Gumbel kopulasina ve gerceklesen
marjinal kayiplara dayanan hibrit yaklasim VaR’1t  %2,65 olarak
hesaplamistir. Iki yontem arasinda ortaya ¢ikan yaklasik %21 oranindaki bu
sapma (Risk A¢i1g1), geleneksel modellerin finansal riski 6nemli dl¢lide eksik
tahmin ettigini (underestimation) gostermektedir.

Tablo 3: VaR Karsilastirmasi ve Risk A¢ig1

-% 2,18
-% 2,65
% 0,47
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Elde edilen bulgular, risk tahminindeki bu sapmanin iki temel kaynaga
dayandigimi gostermektedir. i1k olarak, analizde belirlenen Gumbel kopulasi
yapisi, piyasalardaki etkilesimin 6zellikle sok donemlerinde simetrik bir
yapidan uzaklastigim ve asimetrik bir bagimlilik sergiledigini ortaya
koymaktadir. Ikinci ve daha belirleyici unsur ise marjinal dagilimlarda
gbzlenen ve 3’iin iizerinde gerceklesen asir1 basiklik (kurtosis) degerleridir.

Geleneksel yaklagim, hem wvarliklarin kendi dagilimlarint hem de
aralarindaki bagimlilik yapisini normal kabul ederek, bu iki 6nemli risk
kaynagin birlikte goz ardi etmektedir. Buna karsilik, bu ¢aligmada tespit
edilen yaklasik %21°lik risk acig1, finansal riskin yalnizca piyasalar arasi
korelasyondan kaynaklanmadigini; ayni zamanda varliklarin kendi igsel
dinamiklerinin ve sisman kuyruk 6zelliklerinin de riskin olusumunda en az o
Olciide belirleyici oldugunu gostermektedir. Bu bulgu, giris boliimiinde
tartistlan “normallik varsayiminin yetersizligi” goriislinii ampirik olarak
desteklemekte; ayrica risk yonetiminde yalnizca dogru bagimlilik yapisinin
(kopula) belirlenmesinin yeterli olmadigini, marjinal risklerin de EVT tabanl
yontemlerle modellenmesinin gerekli oldugunu ortaya koymaktadir.

5. Sonuc¢ ve Degerlendirme

Finansal piyasalarin giderek daha karmasik bir yapiya sahip olmast, risk
yonetiminde temel alinan normal dagilim varsayimina dayali standart
yaklagimlarin sinirhliklarini agik bigimde ortaya koymaktadir. Bu ¢ergevede
calismada, BIST Sinai Endeksi ile USD/TRY déviz kuru arasindaki iligki,
geleneksel yontemlerin 6tesine gegilerek ug deger davraniglarina odaklanan
Asirt Deger Teorisi (EVT) ve bagimlilik yapisinm1 esnek bigimde
modellemeye imkan taniyan kopula fonksiyonlar1 araciligiyla analiz
edilmistir.

Analiz sonuglari, incelenen donem boyunca BIST Sinai Endeksi ile
USD/TRY doéviz kuru arasindaki iligkinin simetrik bir yap1 sergilemedigini;
aksine, tist kuyruk bagimliligini esas alan Gumbel Kopulas: tarafindan en iyi
sekilde temsil edildigini géstermektedir. Bu istatistiksel bulgunun ekonomik
acidan da son derece anlamli oldugu goriilmektedir. Tirkiye finansal
piyasalarinda doviz kurlarinda meydana gelen keskin artiglarin ¢cogu zaman
hisse senedi piyasasinda da yukar1 yonlii hareketlerle birlikte gerceklestigi
tespit edilmigtir. Bu durum, yatirnmcilarin kur soklarina karsi hisse senetlerini
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bir tiir “enflasyona kars1 korunma arac1” olarak degerlendirme egiliminde
olduklarina ve sirket bilancolarindaki yeniden degerleme siireglerinin piyasa
fiyatlarina pozitif yansidigina isaret etmektedir. Dolayisiyla iki piyasa
arasindaki iligki, kriz donemlerinde zayiflamak yerine 6zellikle yukart yonlii
soklar sirasinda gli¢lenen asimetrik bir karakter tagimaktadir.

Calismanin bir diger bulgusu, literatiirde siklikla vurgulanan ancak
uygulamada ¢cogu zaman goz ardi edilen “gériinmeyen riskin” biiyiikliigtidiir.
Varliklar arasindaki bagimlilik yapisinin yani sira, her bir varligin kendi i¢sel
oynaklik dinamikleri de toplam risk diizeyinin oldugundan diisiik
algilanmasina neden olmaktadir. incelenen veri setinde Mandelbrot’un
(1963) “sisman kuyruk” (fat-tail) olarak tanimladigi dagilim yapisi acik
bicimde gozlemlenmis; normal dagilim varsayimi altinda gelistirilen
geleneksel risk modellerinin portfoy riskini yaklasik %21 oraninda eksik
tahmin ettigi belirlenmistir. McNeil ve Frey (2000) tarafindan da
vurgulandig1 tizere, standart risk ol¢iim yaklagimlarinin ekstrem piyasa
kosullar1 altinda yetersiz kalmasi, finansal kurumlar agisindan ciddi bir
“sermaye ag1g1” riski dogurmaktadir.

Sonug olarak finansal risk yonetimi, basit korelasyon katsayilariyla
aciklanamayacak olgiide ¢ok boyutlu ve dinamik bir yapiya sahiptir. Bu
caligmada tespit edilen Gumbel tipi bagimlilik yapisi ile yliksek basiklik
degerleri, portfdy yoneticileri ve diizenleyici otoritelerin mevcut risk 6lgiim
yaklagimlarin1 yeniden gozden gecirmeleri gerektigini acik bicimde ortaya
koymaktadir. Nelsen (2006) ve Patton (2006) tarafindan vurgulanan
metodolojik doniisiim ¢ergevesinde; marjinal dagilimlarin  esnekligini
koruyan ve u¢ degerlerdeki asimetrik bagimliligi duyarlilikla yakalayabilen
EVT tabanli hibrit modellerin kullanimi, finansal istikrarin gii¢clendirilmesi
bakimindan kaginilmaz bir gereklilik olarak 6ne ¢ikmaktadir.
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