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Ozet
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NICEL KARAR VERMEDE ILERI ISTATISTIKSEL YAKLASIMLAR

Gelencksel modellerde siklikla kullanilan Brownian hareketi, finansal
piyasalarda gdzlenen ani fiyat sicramalari, volatilite kiimelenmesi ve agir
kuyruk dagilimlar gibi karmagik olgular1 agiklamakta yetersiz kalmaktadir.
Bu galigma, siiriiklenme, difiizyon ve sigrama bilesenlerini tek bir ¢cat1 altinda
toplayan Lévy stireclerinin kuramsal g¢ergevesini sunmay1 amacglamaktadir.
Caligmada; stokastik siireglerin tarihsel gelisimi, Lévy-Itd ayrisimi, Lévy-
Khinchine formiilii ve siireclerin matematiksel 6zellikleri detayli bir sekilde
incelenmistir. Deterministik yaklasimlarin sinirliliklarina alternatif olarak
sunulan bu teorik altyapi, modern finans, risk analizi ve tiirev iirlin
fiyatlamasi gibi alanlarda gelistirilecek modeller i¢in temel olugturmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Nicel Karar Modelleri, Stokastik Siiregler, Lévy
Siiregleri, Brownian Hareketi, Finansal Modelleme.

INTRODUCTION TO LEVY PROCESSES FOR QUANTITATIVE
DECISION MODELS: THEORETICAL FRAMEWORK

Abstract

Introduction to Lévy Processes for Quantitative Decision Models:
Theoretical Framework Accurate modeling of uncertainty in quantitative
decision-making models is critical for the analysis of economic and financial
systems. Brownian motion, frequently used in traditional models, falls short
in explaining complex phenomena observed in financial markets such as
sudden price jumps, volatility clustering, and heavy-tailed distributions. This
study aims to present the theoretical framework of Lévy processes, which
integrate drift, diffusion, and jump components within a unified structure.
The study examines the historical development of stochastic processes,
Lévy-1t6 decomposition, the Lévy-Khinchine formula, and the mathematical
properties of these processes in detail. This theoretical infrastructure,
presented as an alternative to the limitations of deterministic approaches,
constitutes the foundation for models to be developed in areas such as
modern finance, risk analysis, and derivative pricing.

Keywords: Quantitative Decision Models, Stochastic Processes, Lévy
Processes, Brownian Motion, Financial Modeling.
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1. Giris

Nicel karar verme modelleri, ekonomik ve finansal sistemlerdeki
belirsizligi matematiksel olarak temsil eden yapilara dayanmaktadir. Bu tiir
modellerde kullanilan stokastik siireclerin dogru sec¢ilmesi, karar
mekanizmalarinin gergek¢i sonuglar iiretmesi agisindan kritik Oneme
sahiptir. Klasik modellerde belirsizlik ¢ogunlukla siirekli dalgalanmalar
temsil eden Brownian hareketi {izerinden tanimlanmaktadir. Bdylece varlik
fiyatlarinin zamana bagli rastlantisal yapist diflizyon siiregleri ile
modellenmistir ancak finansal piyasalarda gozlenen ani fiyat sigramalari,
agir kuyruk dagilimlari, volatilite kiimelenmesi ve asimetrik getiri
davranislari, yalnizca Brownian hareketi ile agiklanamamaktadir (Cont ve
Tankov, 2004; Schoutens, 2003).

Stokastik siirecler, rastlantisal olaylarin zaman igindeki dinamiklerini
modellemeyi amaglayan modern olasilik kuraminin temel unsurlarindan
biridir. Rastgele degiskenlerin tekil goézlemlerinden farkli olarak zaman
boyunca elde edilen veri dizilerinin analizi, siirecin hem yapisal hem de
fonksiyonel o6zelliklerinin incelenmesini zorunlu kilmaktadir (Fristedt ve
Gray, 1997). Bu dogrultuda stokastik siiregler yalnizca teorik matematigin
degil, finansal piyasalardan miihendislige, sigorta matematiginden biyolojik
sistemlere kadar pek c¢ok alanin vazgegilmez araglarindan biri haline
gelmistir.

Stokastik siireclerin matematiksel temelleri 19. yilizyilin sonlarinda Louis
Bachelier’nin finansal varlik fiyatlarim Brownian hareketi ile ifade ettigi
caligmasiyla atilmistir. Daha sonra Wiener’in bu siireci matematiksel olarak
gelistirmesi ve Kolmogorov’un ol¢ii kuramina dayali olasilik yaklasimi,
stokastik siireglerin tutarli bir ¢er¢eve iginde incelenmesine imkéan
saglamigtir (Doob, 1953). Ancak deterministik modellerin oynaklik, ani
sigramalar, agir kuyruk yapisi ve varyans degiskenligi gibi piyasalara 6zgi
karmagik olgulari agiklamakta yetersiz kalmasi, daha gelismis stokastik
stireclere olan ihtiyact dogurmustur (Hull, 2001).

Bu baglamda Lévy siiregleri, modern nicel karar verme modellerinde
onemli bir yer edinmistir. Lévy siire¢leri; siirliklenme, difiizyon ve sigrama
bilesenlerini ayn1 ¢ati altinda toplayan, bagimsiz ve duragan artislara sahip,
sonsuz bdliinebilir dagilimlarla iliskilendirilen genis bir stokastik siireg
smifimi ifade etmektedir (Sato, 1999; Applebaum, 2004). Lévy-It6 ayrisimi
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sayesinde her Lévy siirecinin bir Brownian hareketi, deterministik bir
siiriikleme terimi ve ¢esitli biiyiikliiklerde sigramalar iceren Poisson tipi bir
yapti ile temsil edilebilmesi, finansal verilerin ampirik 6zellikleriyle giiclii bir
uyum sunmaktadir.

Finansal piyasalarda gozlenen agir kuyruklu dagilimlar, ¢arpiklik, ani
fiyat sigramalar ve yiiksek oynaklik dénemleri gibi ampirik olgular, Lévy
siireglerinin kullanimini1 ozellikle cazip hale getirmektedir (Schoutens,
2003). Brownian hareketinin hafif kuyruk yapisinin aksine, Lévy siire¢leri
bu tiir dagilim 6zelliklerini dogal bi¢imde modelleyebilmektedir. Bu nedenle
portfoy optimizasyonu, tiirev {iriin fiyatlamasi, kredi riski analizi, sigorta
matematigi, stokastik kontrol teorisi, optimal durdurma problemleri, gercek
opsiyon yaklasimi ve firma degerlemesi gibi pek ¢ok alanda Lévy temelli
siiregler yaygin olarak kullanilmaktadir (Cont ve Tankov, 2004; Applebaum,
2004).

Opsiyon fiyatlama teorisinde Black ve Scholes’un (1973) geometrik
Brownian hareketi temelli modeli 6nemli bir doniim noktas1 olmakla birlikte,
piyasadaki  sigrama  davraniglarimi  icermemesi  modelin  temel
sinirhiliklarindan  biri  olmustur. Bu durum, daha gerceke¢i fiyatlama
modellerinin olusturulmasinda Lévy siireclerinin kullanimina yonelik giglii
bir motivasyon saglamistir.

Bu boéliimde oncelikle stokastik siireglerin tarihsel gelisimi ve belirsizlik
altinda karar verme baglamindaki 6nemi ele alinmis; deterministik yapilarin
finansal verileri aciklamadaki yetersizlikleri tartisilmistir. Ardindan Lévy
siireclerinin matematiksel temeli, ana Ozellikleri ve modern finans
uygulamalarindaki rolii agiklanmigtir. Boliimiin devaminda olasilik uzayi,
filtrasyon yapisi, martingale kavrami, Poisson siireci, Brownian hareketi ve
Lévy siireclerinin teorik altyapisi ayrintili olarak incelenmektedir. Daha
sonra Lévy-Khinchine formiilii, Lévy oOlciisii ve siireclerin yoriinge
Ozellikleri detaylandirilmaktadir. Bdylece ¢aligmanin sonraki boliimlerinde
gelistirilecek nicel karar ve finans modelleri icin gerekli teorik temel
olusturulmasi hedeflenmektedir.

2. Rastgele Siireclerin Temelleri

Stokastik siirecler, zaman parametresi tarafindan rastgele degiskenlerin
matematiksel modellenmesini saglayan olasilik teorisinin temel dallarindan
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biridir. Tekil rastgele degiskenlerden farkli olarak, bir siirecin zaman boyunca
izlenmesi; 6rnek yoriingeler, artiglarin dagilimi, siireksizlikler ve siireklilik
gibi hem yapisal hem de niceliksel 6zelliklerin analitik olarak incelenmesini
gerektirir. Bu nedenle stokastik siirecler finansal piyasalardan miihendislige,
biyolojik sistemlerden sinyal islemeye kadar genis bir uygulama alaninda
vazgecilmez bir konuma sahiptir (Fristedt ve Gray, 1997).

Tarihsel acidan Bachelier’in finansal fiyat hareketlerinin Brownian
hareketi ile modellenmesi, Wiener ve Kolmogorov’un teorik katkilariyla
stokastik siireglerin modern matematiksel temelleri olusturulmustur (Doob,
1953). Giinlimiizde difiizyon bilesenleri ile sigramalar1 ayni ¢at1 altinda
toplayan Lévy siirecleri ve Lévy—Itd ayrigimi gibi yapilar, finansal verilerde
gozlenen agir kuyruk, carpiklik ve ani sicrama 6zelliklerini modelleyebilmek
acisindan sikea tercih edilmektedir (Sato, 1999; Cont ve Tankov, 2004).

Bir stokastik siireg, her t € T i¢in tanimlanmig rastgele degiskenler
kiimesidir.

XpteT

Burada, zaman parametresi (T) kesikli olabilecegi gibi siirekli de
olabilir. Bu c¢alismada oOzellikle siirekli zamanli stokastik siireglere
odaklanilmaktadir. Her bir gerceklestirme, siirecin zaman igerisindeki bir
ornek yoriingesini olusturmakta ve bu yoriingeler siire¢ davranigini anlamada
temel rol oynamaktadir (Fristedt ve Gray, 1997).

2.1. Olasihik Uzay1 ve Temel Tanimlar

Matematiksel olarak bir stokastik siirecin tanimlanmasi i¢in temel yapi
bir olasilik uzayidir. Bu uzay tipik olarak (2, F, P) ile tamimlanmakta ve bu
yapinin bir olasilik uzay1 oldugu kabul edilmektedir. Burada: (2, 6rnek
uzaymi; F, bu uzay lizerinde tanimli bir sigma-alanini ve P ise sigma-alani
lizerinde tanimli bir olasilik Olgiisiinii ifade etmektedir (Doob, 1953;
Klebaner, 2001).

Ornek uzay1 (2): Deneyin tiim olas1 sonuglarmin kiimesini,

Sigma-alani (F): Olasilik 6lgisiiniin tanimli oldugu alt kiimeler ailesini,

Olasilik 6l¢iisii (P): Her A € F kiimesine bir olasilik atayan fonksiyonu
tanimlamaktadir.
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Stokastik siireclerin bu yapi iizerinde tanimlanmasi, siireclerin
olciilebilirlik 6zelliklerinin incelenmesine imkan tanimaktadir. Ozellikle
filtrasyon, adaptasyon ve martingale kavramlarinin tanimi bu temele
dayanmaktadir (Protter, 2005).

2.2. Rastgele Degisken ve Rastgele Siire¢ Kavram

Bir rastgele degisken, (12, F') 6rnek uzayindaki sonuglar1 (R veya R%) reel
sayilara esleyen Olgiilebilir bir fonksiyondur; yani her (—oo,a] tipi Borel
kiimesinin ters goriintiisii F iginde olmalidir. Rastgele siire¢ ise zaman
parametresine gore indekslenen rastgele degiskenler ailesini ifade
etmektedir.

X ={X,:t >0}

Burada, her bir sabit t i¢in X; bir rastgele degiskeni ve her sabit w € (2
icin t = X, (w) 6rnek yoriingesini vermektedir (Fristedt ve Gray, 1997). Her
siireg, belirli bir zamanda sistemin durumunu temsil eder ve bu durumun
nasil evrildigi 6rnek yoriingeleri iizerinden gdzlemlenir. Bu ydriingelerin
diizenlilik kosullar1 (siirekli, Cadlag, vb.) siirecin analizi agisindan kritik rol
oynamaktadir.

Sigramalar, gozlemciler icin gerceklesme zamani Onceden tahmin
edilemeyen rastgele olaylar1 ifade etmektedir. Ornekleme ydriingesi sol-
siirekli oldugunda, yoriinge boyunca t zamanina ulasan bir gézlemci, t
anindaki f degerini tahmin edebilir. Cadlag (sag-siirekli, sol limitli)
fonksiyonlar sicramali siirecler igin dogal olan o6rnek yoriingeleri
vermektedir. Finansal uygulamalarda sigramalar, ani ve Ongoriilemeyen
olaylar1 temsil etmeleri nedeniyle Cadlag yap tercih edilmektedir (Cont ve
Tankov, 2004). Asagidaki tamim stokastik siireclerin yoriinge 6zelliklerini
anlamak i¢in 6nemlidir.

Bir f:[0,T] — R® fonksiyonu, “Cadlag” olarak adlandiriimakta, eger
sol taraftan gelen limit sinirli ve sag taraftan gelen limit siirekli ise her t €
[0, T] i¢in;

lim . f(s) = f(t —) soldan limit sinirli,

s—t,s<
litm>t f(s) = f(t+) sagdan limit stirekli durumunu géstermekte ve
s—t,s

f(t) = f(t +) oldugu varsayilmaktadir.
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Her siirekli fonksiyon Cadlag bir fonksiyon olmasina ragmen siirekli
olmayan (slireksiz) Cadlag fonksiyonlar1 da mevcuttur. Eger t, bir siirekli
olmayan nokta ise;

Af(t) = f(t) = f(t-)
olur.

Fonksiyonun t noktasinda ani bir degisiklik géstermesi durumu f’nin ¢t
noktasinda sigramasi olarak tanimlanmaktadir. Cadlag bir fonksiyon olan f,
{te[0,T],f(t) # f(t—)} durumunu, yani kiimelerinden birinde siireksiz
olma durumunu gostermektedir (Fristedt ve Gray, 1997). T, gibi bazi
noktalarda ani degisiklikler gosteren bir basamak fonksiyonu Cadlag bir
fonksiyona rnektir. Fonksiyonun sigrama noktalardaki degeri, sigramadan
sonraki deger yani Af (Ty) = 1 olarak tanimlanmaktadir.

Belirli bir siirekli g¢:[0,T] — R fonksiyonu ve sabit f; (i =
0,1,2,...,n—1) degerleriile t, = 0 < t; < :- < t, = T olmak tizere, f(t)
fonksiyonu;

n-1

O =90+ ) fi i ®
i=0

Cadlag (stirekli artan limitli artiklar1 olan) bir fonksiyon olarak
tanimlanmaktadir. g(t), sigramalarda eklenen f’nin siirekli bileseni olarak
kabul edilmekte ve f’nin sigramalart t; (i = 1) i¢in Af(t;) = fi — fi_1
olarak hesaplanmaktadir. Cadlag fonksiyonlar siirekli ve sigramali kisimlar
olarak net bir sekilde ayrilmasa da bu fonksiyonlar, sicramalar iceren
siireglerin yoriingesini dogru bir sekilde modellemek i¢in kullanilmaktadir.

t; degeri sicramadan sonraki deger olarak tanimlandigindan sigrama
anlarinda sag-siirekli bir fonksiyon i¢in kullanilir f(t;) = f(t; +). Eger
f(t;) sigramadan 6nceki degeri temsil ediyorsa, yani f(t;) = f(t; —) ise o
zaman sag limiti Caglad olan bir sol siirekli fonksiyon elde edilir. Boylece,
“sag” zamanin daha sonraki bir anim “sol” ise zamanin daha dnceki bir anin1
ifade etmektedir.
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2.3. Siireclerin Ozellikleri: Artislar, Bagimsizhk ve
Duraganhk

Bir siirecin temel yapi taslarindan biri artis olup, herhangi bir stokastik
siire¢ i¢in artiglar X; — X5, 0 < s <t ile tamimlanmaktadir. Bu artiglarin
dagilimi1 ve baginti yapsi siirecin sinifin1 belirlemekte, “bagimsiz ve duragan
artislar” birlikte ele alindiginda Lévy siiregleri gibi gii¢lii sonuglar ortaya
cikmaktadir (Sato, 1999).

Bagimsiz artiglar: Kesismeyen zaman araliklarinda eger artiglar
birbirinden bagimsizsa siire¢ bagimsiz artish siire¢ olarak adlandirilmaktadir.
Poisson siireci ve Brownian hareketi bu sinifa girmektedir (Schoutens, 2003).

Duragan artislar: Artislarin dagiliminin yalnizea araligin uzunluguna
bagli olmasi durumudur. Yani X;,; — X dagilimi yalnizca fark (t — s)’ye
bagliysa siire¢in duragan artighh oldugu belirlenmektedir. Bu &zellik;
siireglerin zaman-homojen davraniglarini ifade etmekte ve Lévy siireclerinin
karakteristik 6zelliklerinden birisidir (Sato, 1999).

Bu iki 6zellik bir araya geldiginde, siirecin artislar1 sonsuz boliinebilir
dagilimlara tagimakta; dolayisiyla Lévy—Khintchine yapisi ve Lévy 0l¢iisii
gibi kavramlar ortaya ¢ikmaktadir (Cont ve Tankov, 2004).

2.4. Beklenen Deger, Kovaryans ve Moment
Fonksiyonlan

Bir siirecin ortalamasi, varyansi, kovaryansit ve yiiksek mertebeden
momentleri, siirecin dagilimsal yapis1 hakkinda dnemli bilgiler sunmaktadir.
Beklenen deger genel olarak E[X] = [ X dP ile tanimlanmakta ve siireglerin
ortalama davranmigin1 ortaya koymaktadir. Belirsizligin Olglisiinii veren
varyans, Var(X)=E[(X —E[X])?] ve kovaryans, Cov(X,,X;)=
E[X;X:)] — E[Xs] E[X¢] olur. Brownian hareketinde kovaryanslarin yapisi
stirec smifin1 belirlemekte ve Brownian hareketi i¢cin Cov(W;, W,) =
min (s, t) olarak verilmektedir (Protter, 2005).

Ozellikle finansal verilerin analizinde ¢arpiklik ve basiklik degerleri
piyasanin agir kuyruk veya simetri 6zelliklerinin anlasilmasinda kritik oneme
sahiptir (Schoutens, 2003). Lévy siirecleri baglaminda Lévy—Khintchine
formiilli; siirlikleme terimi, Gaussian (difiizyon) bileseni ve Lévy oOlgiisii
(sigrama yogunlugu) bilesenlerini ayirmaktadir. Bu ayrim momentlerin
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varhigl, kuyruk davranisi ve 6z benzerlik 6zelliklerine iliskin dogrudan
sonuglar saglamaktadir (Sato, 1999; Cont ve Tankov, 2004).

Cesitli endekslerin giinliik getirilerine ait 6zet istatistiklerinin yer aldig
Tablo 1’de carpiklik ve basiklik gibi moment bazli dlglimlerin finansal
verilerde 6nemli farklar gosterdigi gézlemlenmektedir. Bu nedenle Brownian
temelli hafif kuyruk modellerinin yetersiz kalabildigi vurgulanmaktadir. Bu
ampirik gozlemler, Lévy siirecleri ve agir kuyruklu modellerin neden tercih
edildigini desteklemektedir (Schoutens, 2003).

Tablo 1. Ana gostergelerle ilgili ortalama, standart sapma, ¢arpiklhik ve basiklik

0.0003 0.0099 -1.6663 43.36
0.0009 0.0119 -0.4409 6.94
0.0015 0.0154 -0.5439 5.78
0.0012 0.0157 -0.4314 4.65
0.0009 0.0141 -0.3584 5.35
0.0013 0.0143 -0.2116 4.63

S&P 500, Nasdaq ve diger endekslerin moment yapilarini gdsteren
Tablol1, finansal serilerin ¢ogunlukla agir kuyruklu ve negatif carpik
olduklarin ortaya koymaktadir.

3. Filtrasyon ve Martingale Kavrami

Filtrasyon kavrami, zamanla bilgi diizeyinin artisini bicimsel olarak ifade
etmektedir. Bir filtrasyon {F;};s¢, her t i¢in Fy € F; € -+ C F; olmak iizere
zamanla genisleyen artan bir sigma-alan dizisi olarak tanimlanmaktadir.
Burada F;, zaman t’ye kadar gozlenebilen tim olaylar; F,, genellikle
yalmzca belirli baslangi¢ bilgilerini icermektedir. Dolayisiyla filtrasyon, bir
gbzlemcinin zamana bagli olarak hangi bilgileri bildigini ve hangi olaylarin
o ana kadar gozlemlenmis sayilacagim gostermektedir. Bdylece zaman
ilerledikce bilginin artig1, azalmadig varsayilir. Filtrasyonun sagladigi bu
bilgi diizeni, stokastik siireclerin geleceginin gegmis bilgiye nasil bagh
oldugunun anlagilmasina olanak tanimaktadir. Bu nedenle filtrasyon,
stokastik kontrol, optimal durdurma ve finansal fiyatlama teorilerinin
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tiimiinde zorunlu bir bilesen olmustur (Qksendal ve Sulem, 2005; Karatzas
ve Shreve, 1998).

Stirekli zamanli stokastik siire¢lerin matematiksel olarak incelenebilmesi
icin yalmizca olasilik uzaymin tanimlanmasi yeterli degildir, ayn1 zamanda
zaman i¢inde bilginin nasil gelistiginin de acik bicimde modellenmesi
gerekmektedir. Bu amagla filtrasyon, bilgi akiginin zaman igerisinde
geniglemesini temsil eden temel bir yapry1 olusturmaktadir. Stokastik
analizde, Ozellikle It6 integrali, stokastik diferansiyel denklemler ve
martingale kurami gibi alanlarda filtrasyon kavrami Onemli bir rol
oynamaktadir (Protter, 2005; Klebaner, 2001).

3.1. Uyarlanmus, Olgciilebilir ve Ongoriilebilir
Siirecler

Stokastik siireglerin filtrasyonla iliskisini ifade eden {i¢ temel kavram
bulunmaktadir.

Uyarlanmig (Adapted) siire¢: Bir siireg X = {X;}, eger her X, rastgele
degiskeni t zamaninda ortaya ¢ikiyor ve X; stokastik degiskeni F; tarafindan
Olciilebilir ise siirecin bilgiye uyarianmis oldugu sdylenmektedir. Adapted
olarak adlandirilan bu siiregte, yatirmcinin t aninda siirecin degerini
bilmesinin miimkiin oldugunu ifade edilmektedir.

Ol¢iilebilir ~ (Measurable) siire¢:  Olgiilebilirlik, siirecin  belirli
standartlara goére degerlendirilmesini saglar ve oOzellikle integrallerin
tanimlanmasinda gereklidir.

Ongoriilebilir (Predictable) siire¢: Bir siire¢ ongoriilebilir ise t anindaki
degeri onceki bilgiyi (F;_) Olgiilebilir; yani deger, tam ¢t anindan hemen
Onceki bilgiye gore belirlenebilir.

Ongoriilebilir  siirecler, Itd integralinin tammminda temel bir rol
oynamaktadir. Ozellikle volatilite ve islem stratejileri gibi finans
modellerinde kullanilan kontrol fonksiyonlar1 genellikle 6ngoriilebilir kabul
edilmektedir (Protter, 2005).
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3.2. Martingale, Siipermartingale ve
Submartingale

Stokastik siireclerin 6nemli bir boliimii, filtrasyon yapisi altinda
martingale 6zellikleri agisindan analiz edilir. Bir siire¢ (X;);

E[X,|E]1=X, s<t

esitligini sagliyorsa martingale olarak tanimlanmaktadir.

Martingale “adil oyun” fikrini temsil ettiginden finansal modellemede
agirt Oonemlidir. Clinkii finansal baglamda: bir varlik fiyati risk-notr 6l¢ii
altinda martingaldir. Bu durum, arbitraj yoklugu ve adil fiyatlama
prensiplerinin matematiksel karsiligini olusturmaktadir (Hull, 2001;
Karatzas ve Shreve, 1998).

Eger;

E[X: | Fs] < X
ise slireg bir siipermartingaldir. Bu durum, finansal agidan, sistematik sekilde
deger kaybeden bir fiyat siirecini temsil etmektedir.

Eger;

E[X | F]= X,

ise stire¢ bir submartingaldir. Bu durum, beklenen degerin zamanla arttigini
gostermektedir.

3.3. Martingale’lerin Finansal Modelleme
Acisindan Onemi

Finans literatiiriinde martingale kavrami “adil fiyatlama” ile iliskilidir.
Risk-nétr 6l¢ii altindaki varlik fiyat siireci bir martingale olmalidir; bu durum
arbitraj firsatlarinin ortadan kalkmasim saglamaktadir (Hull, 2001).

Lévy siireglerinin 6nemli bir 6zelligi, belirli doniistiirmeler altinda
martingale yapisi kazanabilmeleridir. Her Lévy siireci i¢in iistel doniistimler,
telafi edilmis terimleri, sigrama bilesenlerinin diizenlenmesi gibi yontemlerle
martingale olusturulabilmektedir (Sato, 1999; Cont ve Tankov, 2004).

Martingaller; risk-nétr degerleme, teminat siiregleri, opsiyon fiyatlama
ve optimal portfoy secimi gibi konularda temel araglardir. Modern finans
matematiginin biyiik boliimii martingale kurami etrafinda sekillendigi i¢in
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(Oksendal ve Sulem, 2005; Applebaum, 2004) martingale, finansal
modelleme agisindan oldukca degerlidir. Tiirevlere iliskin fiyatlama
formiilleri, Esscher doniistimil, risk-nétr Ol¢li se¢imi, ileri-geri fiyat
stireglerinin modellenmesi gibi uygulamalarda Lévy siireclerinden tiiretilen
martingaller yaygin bicimde kullanilmaktadir (Schoutens, 2003). Boylece
filtrasyon, martingale yapilar1 ve Lévy siireclerinin yapisal O6zellikleri
arasinda siki bir iliski bulunmaktadir.

4. Temel Stokastik Siirecler

Stokastik siire¢ler kuraminda belirli 6zel siire¢ siniflari, hem teorik
acidan hem de uygulamali modelleme bakimindan merkezi bir konuma
sahiptir. Bu siirecler; bagimsiz ve duragan artislara sahip olmalari, yoriinge
Ozelliklerinin iyi tanmimlanmis olmasi ve analitik hesaplamalara imkan
tamimalar1 nedeniyle finans, sigortacilik, ekonometrik modelleme,
mithendislik ve fizik gibi birgok alanda kullanilmaktadir. Bu boéliimde,
stokastik siire¢ kuraminin temelini olusturan Poisson siireci, Brownian
hareketi (Wiener siireci) ve telafi edilmis Poisson siireci gibi 6nemli siiregler
ele alinacak; ayrica bu siireclerin 6rnek yoriingeleri, moment yapilar1 ve
temel ozellikleri ayrintili bicimde agiklanacaktir.

Bu siireclerin ortak ozelligi, Lévy siirecleri icin temel yapi taglar
olusturmalaridir. Zira her Lévy siireci, Brownian bileseni, deterministik
siirikleme terimi ve gesitli sigrama bilesenlerinden olusmaktadir (Sato,
1999). Bu nedenle Poisson siireci ve Brownian hareketi, Lévy siireclerinin en
temel spesifik 6rnekleri olarak modern stokastik modellemenin merkezinde
yer almaktadir (Applebaum, 2004; Cont ve Tankov, 2004).

4.1. Poisson Siireci

Poisson siireci, sigramali stokastik siire¢lerin en temel 6rneklerinden biri
olup bagimsiz ve duragan artiglara sahip olmasi nedeniyle hem teorik hem de
uygulamali  modellemenin  merkezinde yer almaktadir. Finansal
matematikten  kuyruk teorisine, sigortaciliktan telekomiinikasyon
sistemlerine kadar genis bir alanda, zaman iginde gergeklesen rastgele
olaylarin sayisim1 modellemek i¢in kullanilmaktadir (Kingman, 1993;
Schoutens, 2003).
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Bir Poisson siireci (Ng: t = 0) asagidaki temel 6zellikleri saglayan bir
stokastik siiregtir.

v’ Baglangi¢ kosulu: Ny = 0

V' Bagimsiz artislar: Siiregteki olaylarin gegmis hareketlerden etkilen-
medigini géstermektedir. Bu 6zellik finansal modellemede 6zellikle yeniden
baglama benzeri davranislart modellemek i¢cin 6nemlidir. Ayrik zaman ara-
liklarinda gergeklesen artiglar birbirinden bagimsizdir.

(N;) bagimsiz artiglara sahiptir. Yani, her t; <t, < -+ <t, igin
N¢,, N, — Ng,, ..., Ny — Ny bagimsiz rastgele degiskenlerdir.

v Duragan artislar: Homojen siireglerde artigin dagilimi yalnizca ara-
ligin uzunluguna baghidir. Bu 6zellik, Lévy siireglerinin temel 6zelliklerinden
biridir ve siirecin zaman homojenligini temsil etmektedir (Sato, 1999).

N artiglart duragandir. Yani, her s < ti¢in N, — N, N;_; ile esit dagilima
sahiptir.

v’ Cadlag ornek yoriingeler: Poisson siirecinin drnek yoriingeleri; sag-
dan siirekli, soldan limitli, monoton artan ve her sigramasi 1 birimlik olan bir
yap1 sergilemektedir. Bu, sigramali finansal modellerde ani haber etkilerini,
iflaslar1 veya fiyat sigramalarini temsil etmek i¢in dogru bir yapidir (Bertoin,
1996).

t = N;(w), sagdan siirekli, solda limitli 6rnek fonksiyonlara sahiptir.

v’ Sigrama yapist: Poisson siireci yalnizca bir birimlik sigrama yap-
maktadir. Poisson siireci saf sigrama siireci oldugundan sigramalarin bilyiik-
ligi modellenmez, yalnizca sayist modellenmektedir. Sigrama biiyiikliikleri
de modele dahil edilmek istenirse siirec bilesik Poisson siirecine genisletilir.

Her sigrama bir birimdir ve t > 0 i¢in N; — N;_ = 1.
4.1.1. Homojen Poisson Siireci

Homojen Poisson siirecinde olaylarin gerceklesme hizi zaman boyunca
sabit bir parametre olan A > 0 ile ifade edilmektedir. Bu durumda siireg, her
zaman arahiginda ortalama A(t—s) kadar olay gergeklesecegini
varsaymaktadir. Sabit yogunluk varsayimi, matematiksel agidan gii¢lii bir
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yapi saglar ancak gergek hayat uygulamalarinda sinirli kalabilir (Sato, 1999).
Olay yogunluk parametresi Poisson siirecinin en énemli bilesenidir.

Homojen siiregte artislar; Ny — Ny ~ Poisson(A(t — s)) olmaktadir. Bu
stire¢ finansal piyasalarda islem sayilari, sigortacilikta hasar sayilar1 veya
sistemlere giris yapan miisteri sayilarinin zamanla modellenmesinde siklikla
kullanilmaktadir (Kingman, 1993).

Bu siirecte; A, birim zamanda beklenen olay sayisini gosterirken moment
yapist,

E(N;) = At
Var(N;) = At

seklindedir. Bu esitlikler, artislarin hem beklenen deger hem de varyans
bakimindan dogrusal yapiya sahip oldugunu gdstermektedir.

4.1.2. Heterojen Poisson Siireci

Gergek sistemlerde olay yogunlugu zaman iginde sabit olmayabilir.
Ornegin: finansal piyasalarda islem yogunlugu sabah ve aksam saatlerinde
daha fazladir, hastanelerde basvuru sayist giiniin belirli saatlerinde artabilir,
trafik akig1 giin i¢inde periyodik degisiklikler gosterebilir. Bu durumlar
heterojen Poisson siireci ile modellenebilir.

Bu siiregte, At, t anindaki olay gerceklesme hizimi (yogunluk
fonksiyonu) gdostermekte ve beklenen olay sayisini ise;

t
E(N;) = A; = jl(s) ds
0
seklinde hesaplanmaktadir. Bu durumda artislar;
t
E(N; — Ng) = fl(u) du
N
olarak tanimlanmaktadir. Homojen olmayan Poisson siirecleri, yogunluk
fonksiyonu A,’nin zamanla degismesi, gercekci fiyatlama modellerinde
Ozellikle sigrama yogunlugunun giin i¢i degisimlerini modellemekte
kullanilmaktadir (Cont ve Tankov, 2004). Bu 6zellik, siirecin hem ortalama

hem varyans agisindan dogrusal biiylime gosterdigini ortaya koymaktadir
(Sato, 1999).
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4.1.3. Telafi Edilmis Poisson Siireci

Poisson siirecinin merkezilestirilmis  versiyonunu, N, = N, — At
seklinde tanimlanmaktadir. Bu siireg, beklenen degeri sifira indirgenmis bir
Poisson siireci olup bir martingale olusturmaktadir (Protter, 2005; Klebaner,
2001). Sigramali finansal modellerde bu yap1, sigrama bilesenlerini risk-notr
onlemler altinda martingale haline getirmek icin kullandigindan o6zellik
finansal matematikte kritik 6neme sahiptir.

Poisson siireci gibi, N, bagimsiz artiglara sahip ve;

E[N;| Ns,s <t] = E[N; — Ng + Ng| N |
E[N; — Ng] + Ng = A(t —s) + N;
esitligi gecerlidir. Bundan dolay1 (N,) bir Martingale’dir. Yani;
vt>s,  E[N]N;] = N
olur. Burada (Nt)tzo, telafi (kompanse) edilmis Poisson siireci olarak

adlandirilmakta ve (At);sq, telafi edici olarak bilinmektedir. Telafi edici,
telafi edilmis Poisson siireci olusturmak i¢in ¢ikarilmasi gereken bir degeri
temsil etmektedir. Telafi edilmis Poisson siireci kesin bir deger tasimaz ve bu
nedenle, Poisson siirecinden farkli olarak bir sayma siireci
olusturmamaktadir.

Bu ozellik, genel Lévy siireglerinin olusturulmasinda kilit bir rol
oynamaktadir (Sato, 1999; Applebaum, 2004).

4.2. Brownian Hareketi

Brownian hareketi, stokastik siire¢ teorisinin en temel yap1 taglarindan
biri olup finansal modellemede rastgele fiyat hareketlerinin sitirekli zamanh
temsil edilmesi agisindan 6nemlidir. Fiziksel bir siire¢ olarak ilk kez Brown
(1828) tarafindan polen tanelerinin diizensiz hareketi baglaminda
gbzlemlenmis, matematiksel olarak ise Wiener tarafindan bigimlendirilmis
ve literatiirde Wiener siireci olarak tanimlanmigtir. Modern stokastik analizde
Brownian hareketi, siirekli yollu bir Lévy siireci olarak kabul edilmektedir
(Sato, 1999; Applebaum, 2004).

Olasilik uzayinda X = {X;,t = 0} stokastik bir siire¢ ise ve asagidaki
kosullar1 sagliyorsa standart Brownian hareketi (W = {W,,t = 0}) olarak
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tanimlanmaktadir. Standart Brownian hareketi W;, sifir ortalama ve varyansi
zamanla dogrusal olarak artan bir siiregtir.

E[W,]=0
Var(W,) =t

Bu tanim, siirecin hem ortalamasimnin hem de varyansinin analitik
modellerde kullanilmasini kolaylastirmaktadir. Ozellikle Black—Scholes
modelindeki temel stokastik diferansiyel esitlik (SDE), Brownian hareketinin
bu 6zelliklerine dayanmaktadir.

v’ Baslangi¢ kosulu: Hemen hemen her yerde X, = 0°dr.

v Artislarin bagimsizligi: Bu hareketin en ayirt edici ozelligi artislarin
bagimsiz ve normal dagilmig olmasidir. Yani, X;, ¢ — X, rastgele degiskenler
icin ortalama degeri 0 ve varyansi s > 0 olan bir normal dagilima sahiptir.
Bu durum X;,; — X;~N(0, s) olarak gosterilebilmektedir.

Artislarin  bagimsiz olma 6zelligi, Brownian hareketinin Markov
oldugunu ifade etmektedir. Gelecekteki fiyat hareketlerinin gegmisten
bagimsiz kabul edilmesi, analitik ¢oziimli stokastik diferansiyel
denklemlerin yazilabilmesi, fiyat siirecleri ic¢in risk-nétr Olcii altinda
martingale Ozellikleri saglanabilmesi gibi Ozelliklerden dolay1 finansal
modellemede 6nemlidir (JOksendal ve Sulem, 2005; Applebaum, 2004).

v’ Artislarin siirekliligi: Brownian hareketi siirekli yoriingelere sahiptir.
Boylece sigrama igermemekte ve W, t’ye bagh siirekli bir fonksiyonu
gostermektedir.

Brownian hareketinin ydriingeleri son derece diizensiz ve dngoriilemez
bir yapiya sahiptirler. Bu siireg tiirevlenebilir degil ve yoriingeleri her zaman
araliginda sonsuz sayida salimim igermektedir. Boylece;

P(suth=+oo ve iant=—00)=1
20 £20
bu esitlik Brownian hareketinin dalgalanmalarinin tiim pozitif ve negatif
degerlerde sonsuz oldugunu gostermektedir. Bu hareket, siirekli zamanl
rastgele fluktuasyonlar: temsil ettigi i¢in finansal piyasalarda log-getirilerin
stokastik  bilesenini modellemekte yaygin olarak kullamilmaktadir
(Schoutens, 2003).
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v Artislarin normal dagilimi: Brownian hareketi, artiglarinin normal
dagiliml olmasiyla karakterize edilmektedir.

Wiys — We~N(0,t = 5)

Bu ozellik, siirecin Gaussyen bir siire¢ oldugunu gostermekte ve
artislarin normal dagilmasi sayesinde analitik olarak ¢oziilebilir stokastik
diferansiyel denklemler, kapali form opsiyon fiyatlama modelleri, Merkezi
Limit Teoremi ile uyumlu istatistiksel yapilara erisim gibi 6nemli avantajlari
saglamaktadir. Bu nedenle Brownian hareketi, modern finansin en {inlii
modeli  olan  Black—Scholes modelinin  matematiksel temelini
olusturmaktadir (Schoutens, 2003).

Brownian hareketinin kovaryans fonksiyonu ise Cov(W,, W;) =
min (s, t) olarak verilmekte ve bu kovaryans yapi, siirecin zaman iginde
birikimsel rastgele hareketler sergiledigini gostermektedir.

v Martingale ozelligi: Brownian hareketi dogal filtrasyonu altinda bir
martingale siirgtir. Yani her 0 < s < ¢ igin;

E[W;|F] = E[W W] = W
ve ayrica;
E[W W] = min{t, s}
olur.

Bu ozellik; risk-notr fiyatlama teorisinin temelini olusturmakta, Itd
integrali ve It6 formiiliiniin ingasinda kritik bir rol oynamakta (Jksendal ve
Sulem, 2005) ve genel Lévy siireglerinin siiflandirilmasinda 6nemli bir
referans nokta olusturmaktadir.

v’ Kendine benzerlik ozelligi: Brownian hareketinin bir diger 6nemi
ozelligidir. W = {W,, t = 0} Brownian hareketi ise, her ¢ # 0 igin;

ayni1 zamanda bir Brownian hareketidir (Schoutens, 2003).

Bu o6zellikleri nedeniyle Brownian hareketi, hem teorik hem de
uygulamali finans alanlarinda temel bir rol tistlenmektedir.
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Brownian hareketi, sigramasiz bir Lévy siireci olarak kabul edilmektedir.
Bu durum; drift olmadigini, varyans parametresinin 1 ve Lévy dl¢iisiiniin sifir
(sigrama yok) oldugunu gostermektedir. Lévy Ttgcliisii acisindan ise
(v,A,v) =(0,1,0) olarak ifade edilmekte ve bu nedenle Brownian
hareketi, daha karmasik Lévy modellerinin 6zel bir hali olarak
degerlendirilmektedir (Applebaum, 2004; Sato, 1999).

4.3. Poisson ve Brownian Siireclerinin
Karsilastirilmasi

Poisson siireci ve Brownian hareketi, stokastik siire¢ teorisinin iki temel
yap1 tasi olarak birbirinden 6nemli farkliliklar gostermekte olup modern
finansal modelleme, kuyruk teorisi ve stokastik analizde ayri roller
tistlenmektedirler (Bertoin, 1996; Kallenberg, 2002). Bu iki siire¢ arasindaki
karsilagtirma, hem siirekli hem de kesikli stokastik dinamikleri anlamak
acisindan kritik bir Oneme sahiptir. Ayrica Lévy siireclerinin yapisal
bilesenleri incelenirken Poisson sigrama yapisi ve Brownian’in siirekli
bileseni arasindaki ayrim dogrudan Lévy—Khintchine temsiline
yansimaktadir (Bertoin, 1996; Sato, 1999).

4.3.1. Siire¢ Tiirii Bakimindan Karsilastirilmasi

Poisson siireci yalmizca bir birimlik sigramalar iireten ve yoriingeleri
sagdan siirekli, soldan limitli (cadlag) bir yapiya sahip olan bir siiregtir. Bu
nedenle fiyatlar veya olay sayilar1 gibi niceliklerde meydana gelen ani ve
belirgin degisimleri temsil etmeye uygundur. Gergek piyasalarda gozlenen
ani haber etkileri, iflaslar ya da biiyiik hacimli emir akiglari, bu tiir sigrama
yapisina sahip siireclerle daha gergekgi bigimde modellenebilmektedir (Cont
ve Tankov, 2004).

Buna karsilik Brownian hareketi, Ornek yoriingelerinin neredeyse
kesinlikle siirekli olmasiyla karakterize edilir; siire¢ zaman igerisinde ani
sigramalar igermez ve degisim kiiciik ve siirekli dalgalanmalar seklinde
gergeklesir (Qksendal ve Sulem, 2005). Bu 6zellikleri nedeniyle finansal
piyasa modellerinin klasik yaklasiminda fiyatlarin siirekli bir evrim izledigi
varsayimini temsil etmektedir. Black—Scholes modeli de tamamen bu siirekli
hareket varsayimi {izerine inga edilmistir.

Poisson siireci (Sigramall); Ny — N._ = 1
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Brownian hareketi (Siirekli); P(W; streklidir) = 1

4.3.2. Artislarin Dagihmia Bakimindan Karsilastirilmasi

Poisson siireglerinde artiglar pozitif tam sayr degerleri almakta ve
sigrama sayilarini temsil etmektedir. Bu artiglarin dagilimi saga carpik olup
kalin kuyruklar {iretmektedir. Dolayisiyla Poisson siiregleri, normal
dagilimm agiklamakta yetersiz kaldigi asimetrik ve sigramali yapilar
modellemede daha esnektir ve artislar Poisson dagilimi ile temsil
edilmektedir.

Brownian harekette ise artiglar normal dagilir; bu 6zellik Gaussyen siireg
teorisinin uygulanmasina, analitik ¢6ziimlerin elde edilmesine ve fiyatlarin
log-normal dagilim varsayimina olanak tanmimaktadir (Schoutens, 2003).
Brownian artislar1 6zellikle kiiclik zaman araliklarinda simetrik ve hafif
kuyruklu dagilimlar tiretmekte ve normal dagilim ile modellenmektedir.

Poisson artiglarinin dagilimi (Poisson); N, — Ng ~ Poisson(A(t — s))

Brownian artiglarinin dagilimi (Normal); W, — W,~N(0,t — s)

4.3.3. Artis Yapis1 Bakimindan Karsilastirilmasi

Her iki siire¢ de bagimsiz ve duragan artiglara sahip olmakla birlikte, bu
artiglarin niteligi birbirinden 6nemli Glgiide farklidir. Poisson siirecinde
artislar ayrik yapi sergiler ve yalnizca bir birimlik sigramalar iireterek
Poisson dagilimina uymaktadir. Buna karsilik Brownian hareketi sicrama
icermeyen, siirekli ve normal dagilima sahip artiglar iretmektedir. Bu
cercevede Poisson siireci ile Brownian hareketi, Lévy siiregleri ailesinin iki
ug bileseni olarak degerlendirilebilir. Bir Lévy siirecinin artislari, Brownian
hareketinin siirekli difiizyon bileseni ile Poisson tiirii sigrama bileseninin
birlesiminden olugsmaktadir (Applebaum, 2004).

4.3.4. Varyans ve Oynakhlik Yapis1 Bakimindan
Karsilastirilmasi

Poisson siirecinde varyans, sigrama yogunlugu A ile dogru orantilidir;
dolayisiyla oynaklik, sigramalarin ger¢eklesme sikligina bagli olup
sigramalar seyrek fakat belirgin etkilere sahiptir. Buna karsilik Brownian

hareketinde varyans zamanla dogrusal olarak artar ve bu yapi, siirekli bir
oynaklik bileseninin ortaya ¢ikmasina neden olur.

19



NICEL KARAR VERMEDE ILERI ISTATISTIKSEL YAKLASIMLAR

Poisson siireci i¢in varyans; Var(N;) = At
Brownian hareketi i¢in varyans; Var(W;) =t

4.3.5. Martingale Yapis1 Bakimindan Karsilastirilmasi

Her iki siire¢ de uygun telafi islemleri altinda martingale o6zelligi
kazanabilir. Telafi edilmis Poisson siireci N, = N, — At bir martingaledir
(Protter, 2005), Brownian hareketi ise dogal filtrasyonu altinda zaten bir
martingale yapisina sahiptir. Bu 6zellikler, risk-nétr fiyatlama teorisinin ve
stokastik integral kuraminin temel bilesenlerini olusturmaktadir.

4.3.6. Finansal Modelleme Bakimindan

Karsilastirilmasi

Poisson siireci ve Brownian hareketi finansal modelleme baglaminda
farkli dinamikleri temsil etmektedir. Brownian hareketine dayali modeller,
Black—Scholes tipi siirekli yapidaki piyasa modellerine karsilik gelmekte ve
fiyatlarin kiiciik fakat siirekli dalgalanmalarla evirildigi varsayimini temel
almaktadir. Bu siire¢ hafif kuyruklu dagilimlar iiretmekte ve ozellikle faiz
orani modelleri ile volatilite dinamiklerinin tanimlanmasinda yaygin sekilde
kullanilmaktadir.

Poisson siireci ise sigramali-difiizyon modellerinin ayrilmaz bir
bilesenidir ve nadir fakat biiyiik fiyat sigramalarini temsil etmektedir. Bu yap1
kalin kuyruklu dagilimlar iireterek ani bilgi akislari, beklenmedik olaylar
veya kredi temerriitleri gibi keskin degisimlerin modellenmesinde daha
gercekei sonuglar saglamaktadir. Bu nedenle opsiyon fiyatlamada sicrama
etkileri, kredi riski analizi ve olay sayimi gibi uygulamalarda siklikla tercih
edilmektedir.

Giliniimiiz finansal piyasalarimin hem siirekli dalgalanmalar hem de ani
sigramalar igerdigi géz oniinde bulunduruldugunda, Brownian hareketi ile
Poisson siirecinin 6zelliklerini bir araya getiren Lévy siireclerinin modern
finansal modellemede kritik bir rol iistlendigi agiktir (Cont ve Tankov, 2004;
Schoutens, 2003).

Brownian hareketi siireklilik yapisi, Poisson siireci ise sigrama niteligi
nedeniyle Lévy siireclerinin iki temel bilesenini olusturur. Lévy—Khintchine
temsili, herhangi bir Lévy siirecinin bir Brownian bileseni (siirekli difiizyon)
ile Poisson tipi bir sigrama bileseninin birlesiminden meydana geldigini
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acikca ortaya koymaktadir (Sato, 1999). Bu nedenle Brownian hareketi ve
Poisson siireci arasindaki karsilastirma, Lévy siireclerinin genel yapisini
anlamak i¢in dogal ve gerekli bir zemin sunmaktadir (Bertoin, 1996).

5. Lévy Siireci ve Ozellikleri

Lévy siirecleri, adim1 Fransiz matematik¢i Paul Lévy’den alan, bagimsiz
ve duragan artig 6zelliklerine sahip siirekli zamanl stokastik siireclerdir. Bu
stirecler, stirekli zamanl stokastik modellerin kurulmasina olanak saglayan
giiclii bir matematiksel ¢ergeve sunmalari nedeniyle hem teorik hem de
uygulamali olasilik kuraminda merkezi bir konuma sahiptir. Son yillarda
Ozellikle finans matematiginde sigramali modellerin 6nem kazanmasi,
yliksek frekansli veri analizleri ve agir kuyruk yapilarinin modellenmesi gibi
nedenlerle Lévy siire¢lerine olan ilgi daha da artmistir.

Lévy siiregleri, Brownian hareketi gibi tamamen siirekli siirecleri ve
Poisson siireci gibi saf sigramali siirecleri tek bir ortak yapida birlestiren
genis bir sinifi temsil etmektedir. Boylece hem klasik difiizyon modellerini
hem de sigramali stokastik siiregleri kapsayan genel ve esnek bir yapi
sunmaktadirlar (Sato, 1999; Applebaum, 2004; Schoutens, 2003). Rastgele
zamanlarda gergeklesen sigramalar ile siirekli difiizyon bileseninin ayni siire¢
icinde yer alabilmesi, Lévy siireclerini 6zellikle finans, sigorta matematigi,
istatistiksel modelleme ve sinyal igsleme gibi alanlarda vazgegilmez bir arag
haline getirmektedir.

Bir Lévy siireci {X;};>( asagidaki temel 6zellikleri saglamalidir.

v Baslangi¢ kosulu: X, = 0 kosullu neredeyse kesindir.

v Bagimsiz artislar: Ayrik zaman araliklarinda tamimlanan artiglar
birbirinden bagimsizdir. Bu durum siirecin zamansal bagimsizlik yapisi
ifade etmektedir.

v Duragan artislar: Artiglar duragandir. Yani her s < t i¢in X; — X, ~
X¢_s olur. Bu durumda, artiglarin dagilimi yalnizca zaman araliginin
uzunluguna bagli olur.

v Stireklilik: Lévy siireglerinin yoriingeleri sagdan siirekli ve solda
limitlidir (cadlag). Bu 6zellik, sigrama noktalarinin tanimlanabilir olmasini
saglamaktadir.
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Bu temel oOzellikler, Lévy siireglerinin hem kuramsal analiz hem de
hesaplamali yontemler agisindan son derece elverigli olmasina katkida
bulunmaktadir. Finansal piyasalarda gozlenen ani sigramalar, ¢arpiklik, agir
kuyruk yapilart ve yiiksek volatilite kiimelenmesi gibi ampirik olgularin
modellenmesinde Lévy siirecleri genis bir uygulama alan1 bulmaktadir (Cont
ve Tankov, 2004; Schoutens, 2003). Boylece Lévy siirecleri, gergcek diinya
verilerinin siireksizlik ve karmasiklik iceren yapisina uyum saglayabilen
modern stokastik modelleme yaklagimlarinin temelini olusturur.

5.1. Lévy Siirecinin Tanimi

(X¢)¢s0 streci, bir olasilik uzay1 tizerinde tanimlanmis, cadlag (sagdan
siirekli, soldan limitli) 6rnek yollara sahip bir R% degeri rastgele siirec olsun
ve Xy =0 kosulunu saglasin. Bu durumda s6z konusu siire¢, asagida
belirtilen ii¢ temel Ozelligi karsilamasi halinde bir Lévy siireci olarak
tanimlanmaktadir.

v’ Bagimsiz artislar: Artan bir zaman dizisi 0 < t, < t; < -+ < t,, i¢in
th - XtO' th - th, ""Xt
degiskenlerdir. Bu 6zellik, Lévy siirecinin gelecekteki artiglarinin gegmis

— Xt,_ farklar bagimsiz rastgele

n 1

yoriingelerinden bagimsiz oldugunu gostermektedir. Bu durum, Lévy
siireclerini Markov siiregleri sinifina dahil etmektedir.

v Duragan artiglar: Her zaman araliginin artigi, mutlak zaman noktasina
(baslangi¢ zamanina) baglh degil, sadece araligin uzunluguna baglidir. Bagka
bir ifadeyle X;,, — X;, farkinin dagilimi, yalnmizca h’ye bagli ve t’den
bagimsizdir. Bu durum siirecin zaman homojenligini ifade etmektedir.

v’ Olasilikta siireklilik:Herhangi bir t > 0 i¢in ’llirré P(|Xepn — Xel =€) =

0 kosulu saglanmaktadir. Bu kosul sigrama olasiliginin her an sifir oldugunu
degil, kiiclik zaman araliklarinda biiytlik sigramalar gergceklesme olasiliginin
kiigiik oldugunu gostermektedir.

Bu kosul, siirecin biiyiik sicramalart kiigiik zaman araliklarinda diistik
olasilikla gerceklestirdigini ifade etmektedir. Ancak bu durum siiregte
sigrama bulunmadig1 géstermemektedir. Olasilikta siireklilik, 6rnek yolunun
stirekliligini garanti etmedigi i¢in Lévy siiregleri yine de si¢grama igerebilir
(Sato, 1999; Applebaum, 2004). Boylece Lévy siirecleri hem analitik olarak
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kolay yonetilebilir ozellikler tagimakta hem de sigramali veya siirekli
dinamiklerin birlikte modellenmesine imkén taniyarak uygulama agisindan
yiiksek esneklik sunmaktadir. Brownian hareketi (siirekli difiizyon yapisi) ve
Poisson siireci (ayrik sigramalar) Lévy siireglerinin bu temel 6zelliklerini
somut olarak karsilayan iki klasik 6rnektir.

Lévy siireclerinin modern stokastik analizdeki bu standart tanimi, Sato
(1999) ve Applebaum (2004) tarafindan kapsamli bi¢imde ele alinmis ve
literatiirde yaygin kabul goren cerceveyi olusturmustur.

5.2. Sonsuz Boliinebilirlik

Stirekli zamanli stokastik siireclerin analizi, 6rnek yollarin yapisal
ozelliklerinin incelenmesiyle baglamaktadir. Bir fonksiyonun degisim
davranisi, siireclerin siireksizlik, sigrama ve diizensizlik seviyelerini
belirlemek agisindan temel bir olgiittiir.

Bir fonksiyonun [a, b] € R araligindaki bir boliintip = {a =t; < t, <
-+ < tp41 = b} lizerindeki toplam degisimi;

Vary(F) = ) 1f (ti2) = £ @)
i=1

seklinde tanimlanmaktadir. Tiim béliintiiler iizerindeki iist simr sup Var, (f)
P

sonlu ise fonksiyonun ilgili aralikta sonlu degisime sahip oldugu; aksi
takdirde fonksiyon sonsuz degisime sahip oldugu sdylenir.

Gergel dogrusal eksende tanimli bir fonksiyonun her kompakt aralikta
sonlu degisime sahip olmasi, genel anlamda sonlu degisim niteligini ifade
etmektedir. Her azalmayan fonksiyonun sonlu degisimli olmasi bilinen bir
sonugtur; ayrica sonlu degisimli her fonksiyon iki azalmayan fonksiyonun
farki bigiminde temsil edilebilir.

Bu kavram, siirekli zamanli stokastik siireglerin siniflandirilmasinda
onemli bir rol oynamaktadir. Ornek yollar1 neredeyse kesinlikle sonlu
degisim gosteriyorsa siire¢ sonlu degisim siireci olarak adlandirilmaktadir;
aksi halde siire¢ sonsuz degisime sahiptir. Poisson siireci, sigrama temelli
yapisi nedeniyle sonlu degisim siireglerinin tipik bir 6rnegiyken; Brownian
hareketinin 6rnek yollar1 neredeyse kesinlikle sonsuz toplam varyasyona
sahiptir. Dolayisiyla siire¢ klasik anlamda sonlu degisime sahip degildir.
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Ancak p —varyasyon agisindan incelendiginde, Brownian hareketinin p > 2
icin sonlu p —varyasyona, p < 2 i¢in sonsuz p-varyasyona sahip oldugu
bilinmektedir (Fristedt ve Gray, 1997).

Stireglerin  bu yapisal ayrimi, Lévy siireclerinin genel teorisinin
anlagilmasi i¢in temel olusturmaktadir. Clinkii Lévy siirecleri, bir yandan
sigrama davranisini, diger yandan siirekli difiizyon bilesenlerini ayni ¢ati
altinda birlestiren siireglerdir.

5.2.1. Sonsuz Boliinebilir Dagilimlar

Bir olasilik dagilimi F, R uzayi iizerinde tanimliyken; eger her n > 2
tam sayist icin Xq, X5, ..., X, bagimsiz ve 6zdes dagilima sahip rastgele
degiskenler bulunabiliyor ve bu degiskenlerin toplami;

X :X1 +X2 +"'+Xn
dagilim olarak F’yi veriyorsa, o halde F sonsuz boliinebilir (infinitely
divisible) bir dagilimdir (Kallenberg, 2002).

Bu tanim, F’nin her zaman bir konvoliisyon kokii bulundugunu ifade
etmekte, baska bir ifadeyle, F dagilimi;

F=puxux..xu
(n kez konvoliisyon ) olacak sekilde bir u dagilimi mevcuttur. Toplamlarin
limit teoremleri, rastgele yiriyiislerin siireklilestirilmesi ve Lévy
stireclerinin temelinde sonsuz bdliinebilir dagilimlar yer almaktadir
(Kallenberg, 2002; Sato, 1999).

Sonsuz boliinebilir dagilimlarin 6nemli Ornekleri arasinda Gauss
dagilimi, gama dagilimi, Poisson dagilimi ve a-kararli dagilimlar yer
almaktadir. Bu dagilimlar, i.i.d. rastgele degiskenlerin toplami seklinde
ayristirilabildikleri igin siireclerin artig dagilimlari i¢in uygundur.

5.2.2. Lévy Siirecleri ve Sonsuz Boliinebilirlik

Lévy siirecleri, bagimsiz ve duragan artiglara sahip olmalari nedeniyle,
her sabit t > 0 i¢in X, rastgele degiskeni dagiliminin sonsuz boliinebilir
olmasini gerektirmektedir.

(X1) =0 bir Lévy siireci ise, her t i¢in X; dagilimi sonsuz boliinebilirdir.
Akis durum, eger F sonsuz boliinebilir bir dagilim ise, o zaman &yle bir Lévy
stireci vardir ki, bu siirecin X; artis1 dagilim olarak F ile verilmistir.
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Bu sonug, Lévy siireglerinin artis dagilimlariin  rasgele
secilemeyecegini, yalnizca sonsuz bdliinebilir dagilimlar arasindan
secilebilecegini gostermektedir. Dolayisiyla ayrik zamanli rastgele
yiriiyiislerin  aksine, herhangi bir dagilim siirekli zamana dogrudan
taginamaz; Lévy siirecleri yalnizca belirli yapidaki dagilimlara izin
vermektedir.

5.3. Lévy Olgiisii ve Ozellikleri

Bir Lévy siirecinin sigrama davranigini tanimlamada temel rol oynayan
kavramlardan biri Lévy olgusiidiir. Bu 6l¢i, siirecin farkli bitytikliiklerdeki
sigramalar1 hangi siklikta gerceklestirdigini belirleyen matematiksel bir
yogunluk fonksiyonudur. Dolayisiyla Lévy o6lgiisii, hem sigrama
biiytikliiklerinin - dagilimimi hem de sigramalarin zaman igerisindeki
yogunlugunu temsil eden yapisal bir bilesendir (Sato, 1999; Applebaum,
2004; Kallenberg, 2002).

Eger (X:)¢=0, RY iizerinde taniml1 bir Lévy siireci ise, Lévy olgiisii (v);

v(A) = E[# {t € [0,1]: AX, # 0,AX, € A}]

seklinde tanimlanmaktadir. Burada A, R? iizerinde Borel o-cebirine ait bir
kiimeyi ve v(A), birim zaman arahiginda gerceklesen sigramalarin A
kiimesine diigme olasiliginin beklenen sayisimi gostermektedir. Baska bir
ifadeyle, Lévy olciisii belirli bir sigrama biiyiikliigii araligindaki sigramalarin
ortalama yogunlugunu nicel olarak belirlemektedir.

Lévy Olciisiiniin, bir Lévy siirecinin gegerliligini ve iyi tanimlanmis
olmasini giivence altina alan bazi temel 6zellikleri bulunmaktadir.

v Sonsuz kiigiik sigramalarin yogunlugu sinirsiz olabilir: Siire¢ gok
sayida kii¢iik sigrama gergeklestirebildiginden Lévy dlciisii kiigiik x degerleri
cevresinde sonsuz yogunluga sahip olabilir (Bertoin, 1996).

v’ Biiyiik sigramalarin toplam sayist sonludur: Biiylk sigramalar
zaman i¢inde c¢ok seyrek gerceklestiginden Lévy siirecinin Ornek
yoriingelerinde biiyiik sigramalarin birim zamanda sonlu sayida olmasini
saglamaktadir (Bertoin, 1996).

v Lévy élciisii asagidaki biitiinlesme kosulunu saglamali: Bu, kiigiik
sigramalarin toplam katkisinin kontrol altinda tutulmasini saglamakta ve
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stirecin 1yi tanimlanmis bir stokastik yapiya sahip olmasinin temel kosulunu
olusturmaktadir.

f (1Ax?)v(dx) < o
R

Bu 6zellikler, Lévy olciisiinii Lévy—Khintchine temsilinin ayrilmaz bir
bileseni haline getirmekte ve genel Lévy siireglerinin sigrama davranigini
ayrmtili bicimde karakterize etmektedir.

5.3.1. Karakteristik Fonksiyon ve Ustel Karakteristik
Bir Lévy siirecinin karakteristik fonksiyonu;
Dy (2) = Py, (2) = E[e?Xt], zeR?
seklinde tanimlanmaktadir. Artiglarin bagimsiz ve duragan olmasi nedeniyle;
Xers = X5 + Kpps — Xs)

olarak yazilabilir ve iki terim bagimsiz oldugundan carpilabilirlik &zelligi
saglanir. Boylece;

Dy 6(2) = CDXHS(Z) = q’xt(Z)CDxHS_Xt (2)
= CDXS(Z)CDXt(Z) = O Dy,

esitligi elde edilir. Olasilikta siireklilik kosulu ile birlikte bu ¢carpma 6zelligi,
t — ®;(z) fonksiyonunun iistel bir yapi1 tagidigini gostermektedir. Bu
baglamda, Lévy siire¢lerinin temel karakterizasyonu;

E[eizxt] = it¥(@ ;e Rd

seklinde ifade edilebilir. Burada 1(z) fonksiyonuna iistel karakteristik veya
Lévy iistel fonksiyonu denir.

Stirecin iistel karakteristigi 1 (z) siirekli ve tektir.

Bu sonug, Lévy siireglerinin dagilim yapisinin tamamen 1 (z) tarafindan
belirlendigini ve siirecin zamana bagli karakteristik fonksiyonunun tek
bigimli ve diizgilin bir yapiya sahip oldugunu ortaya koymaktadir.

Sonsuz  boliinebilirlik  kavrami,  Lévy  siireglerinin = hem
tanimlanabilirligini hem de analitik olarak temsil edilebilirligini miimkiin
kilan temel ilkedir. Fonksiyonlarin sonlu ve sonsuz degisim o6zellikleri ile
birlikte degerlendirildiginde, Lévy siiregleri hem si¢cramali hem de siirekli
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bilesenleri igeren en genel stokastik siire¢ sinifint olusturur. Bu yapi, Lévy—
Khintchine temsiline, Lévy ol¢iisiine ve Lévy ticliisiine gegis i¢in saglam bir
teorik temel sunmaktadir.

5.3.2. Lévy—Khintchine Formiilii

Lévy stireclerinin en temel sonucu, Lévy—Khintchine temsilidir. Bu
formiil, her Lévy siirecinin karakteristik fonksiyonunu tam olarak
belirlmektedir. (X;);»0, R? iizerinde karakteristik (y,4,v) ile tanimlanan
bir Lévy siireci ise;

olur. Burada (z) Lévy siireci i¢in Khinchin-Lévy temsilinin {istel
fonksiyonudur. Bu fonksiyon;

+o0o
Y(z) = iyz — %Az2 | (e — 1 — izx1|y<1) v(dx)
sekilde ifade edilmektedir. Bu formiil; deterministik drift (), brownian
(difiizyon) bileseni (A) ve sigrama bileseni (Lévy Olglisii — v) gibi Lévy
siireglerinin ii¢ bilesenini acikca gostermektedir (Sato, 1999; Applebaum,
2004).

@ (2), X; i¢in karakteristik fonksiyondur ve Lévy siire¢lerinin bagimsiz
ve duragan artis 6zellikleri nedeniyle zamana gore {istel yap1 gostermektedir.
Y (z), Lévy—Khintchine tistel karakteristigini; farkli Lévy siiregleri i¢in ¥(2)
farkli formda verilmektedir. Genel ifadeyle;

®y(2) = E[e”Xt] = exp(t (2))

seklinde olup Lévy—Khintchine temsiline baglanmaktadir.
5.3.3. Lévy Ucliisii (y,A4,v)

(v, A, v) yapisi, Lévy tigliisii (Lévy triplet) olarak bilinmekte (Sato, 1999;
Applebaum, 2004) ve her Lévy siireci, yukarida verilen Lévy—Khintchine
formiiliinde ortaya ¢ikan {i¢ parametre ile belirlenmektedir.

v Drift terimi (y): Siirecin deterministik egilim bileseni olup siireci
yukar veya agagi yonli kaydirmaktadir.
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v’ Brownian varyans katsayisi (A): Stirecin sitirekli difiizyon kismini
belirlemekte ve Brownian hareketi 6zel durumda A >0, v=0ve y =0
degerini alir.

v’ Lévy olciisii (v): Sigrama davranigini temsil etmekte ve her sigrama
bliytikligi x igin olasilik yogunlugunu vermekte ve;

f (1 Ax?)v(dx) <
R

ile tammlanmaktadir.
Bu iclii, herhangi bir Lévy siirecinin hem siirekli hem de sigramali
yOnlerini tam olarak ortaya koymaktadir.

5.4. Ornek Lévy Siirecleri

Lévy siiregleri oldukca genis ve esnek bir siire¢ ailesi oldugundan hem
teorik ¢aligmalarda hem de uygulamali finans modellerinde yaygin bicimde
kullanilmaktadir. Asagida literatiirde en sik bagvurulan Lévy siireci
orneklerine yer verilmektedir.

Bu ornekler, Lévy siireclerinin hem sigramali hem de siirekli bilesenler
iceren zengin yapisini ortaya koymakta ve modern finansal modellemede
neden merkezi bir konuma sahip oldugunu agikca gostermektedir.

Brownian hareketi (Siirekli Lévy siireci): Brownian hareketi, parametre
uclisii (y,4,v) = (0,4,0) ile temsil edilen, tamamen siirekli bir Lévy
stirecidir. Sigrama icermemesi nedeniyle Lévy siirecleri igindeki en temel
stirekli ~ difiizyon oOrnegini olusturmaktadir. Finansal modellemede
volatilitenin temel kaynaklarindan biri olarak degerlendirilmektedir.

Poisson stireci: Poisson siireci, Lévy tg¢liisti (v, 0,A8,) ile ifade edilen ve
yalnizca sigrama sayisint modele dahil eden saf sigramali bir Lévy siirecidir.
Her sigrama bir birim biiyiikliige sahiptir ve olaylarin sayilmasi esasina
dayanmaktadir. Olay yogunlugu A ile karakterize edilmektedir.

Bilesik Poisson siireci: Yogunlugu A olan bilesik Poisson siireci;

Nt
Xe= )Y,
i=1

seklinde tanimlanmaktadir. Burada N; Poisson siireci, Y; ise bagimsiz ve
0zdes dagilima sahip rastgele sigrama biiyiikliikklerini gostermektedir.
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Sicrama biiyiikliiklerinin rastlantisalligi, siireci saf Poisson siirecinden daha
esnek hale getirmektedir (Cont ve Tankov, 2004). Finansal piyasalarda haber
soklari, ani fiyat sicramalari ve biiylik volatilite ataklar1 gibi olaylarin
modellendigi durumlarda siklikla kullanilmaktadir.

Gama stireci: Gama siireci, yalnizca pozitif sicramalart olan, siirekli
artan bir Lévy siirecidir. Bu Ozellikleri nedeniyle ozellikle volatilite
modellemesinde, stokastik yogunluklarda ve kredi riski uygulamalarinda
Oonemli bir ara¢ olarak kullanilmaktadir.

Varyans gama (VG) siireci: VG siireci, Brownian hareketinin gama siireci
ile rastgele bir zaman degisimine tabi tutulmasiyla elde edilen bir Lévy
stirecidir (Madan ve Seneta, 1990). Finansal getirilerde siklikla gozlenen
kalin kuyruklu ve sivri tepeli dagilimlari basariyla temsil edebilmesi
nedeniyle modern finansal ekonometrinin temel modelleri arasinda yer
almaktadir. VG;

Xt = )/Gt + O'WGt

seklinde ifade edilmektedir. Burada G, gama siire¢ zamanini (rastgele zaman
degisimi); Wg,, gama siirecinde degerlendirilmis Brownian hareketini; y,
drift (stirlikleme) parametresini ve o ise volatilite parametresini
gostermektedir. Bu denklem, Brownian hareketinin gama siire¢ ile zaman
degistirilmesine dayanan bir Lévy siireci olugturmaktadir (Madan ve Seneta,
1990).

Normal Inverse Gaussian (NIG) stireci: NIG siireci, hem kalin kuyruklu
hem de asimetrik dagilimlar1 modelleyebilme kapasitesi sayesinde finansal
uygulamalarda yaygin olarak kullanilan bir Lévy siirecidir. Opsiyon
fiyatlama modellerinde ve yiiksek frekansli veri analizlerinde 6nemli bir yer
edinmektedirr (Schoutens, 2003; Barndorff-Nielsen, 1998). Karakteristik
iistel fonksiyon;

¥(2) = 8 (Va2 =2 - Ja? = (B + i2)?)
olarak ifade edilirse, NIG karakteristik fonksiyonu ise;
i(2) = exp(t ¥(2))
ile verilmekte, Lévy—Khintchine {istel karakteristigine sahiptir. Burada a >

||, tempering parametresini; 8, asimetri parametresini; § > 0, yogunluk
Olcek parametresini ve i ise imaginer birimini vermektedir. Bu ifade,
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karakteristik fonksiyondaki Lévy iistel teriminin big¢imini vermekte ve
siiregteki kalin-kuyruk davranisi ile asimetrinin matematiksel temsili i¢in
kullanilmaktadir (Barndorff-Nielsen, 1998).

Temperlenmis stabil siire¢ler: Temperlenmis stabil (Tempered-stable)
siiregler, klasik a-stable Lévy siireclerinin u¢ kuyruk davranisini térpiileyen
bir yapiya sahiptir. Bu nedenle agir kuyruklari modelleme kapasitesini
korurken dagilimin kuyrugunun asir1 genislemesini engellemektedir.
Finansal piyasalarda yiiksek frekansh oynaklik yapilarinin ve kalin kuyruklu
getirilerin temsilinde siklikla kullanilan giiglii bir siire¢ ailesi olarak
degerlendirilmektedir.

6. Finansal Uygulamalara Gegcis

Lévy siiregleri, finansal piyasalarda gozlenen hem siirekli dalgalanmalari
hem de ani sigramalari ayn1 modelleme ¢ergevesi igerisinde temsil edebilme
kapasitesi sayesinde modern finans teorisinde 6nemli bir yer edinmistir.
Geleneksel Black—Scholes modeli, fiyat hareketlerini Brownian hareketine
dayandirdigi icin yalnizca siirekli oynaklik bilesenini yakalayabilmektedir.
Oysa finansal piyasalar; ani haber etkileri, makroekonomik soklar, sirket
iflaslar1 ve likidite daralmalar1 gibi si¢grama niteligi tasiyan bir¢ok
ongoriilemez olaya sahne olmaktadir. Bu nedenle Lévy siirecleri, finansal
varlik fiyatlarinin gercek¢i bicimde modellenmesine olanak taniyan daha
genis bir teorik ¢ergceve sunmaktadir (Cont ve Tankov, 2004; Schoutens,
2003).

Finansal uygulamalara gegiste temel sorular;

v’ Fiyatlar neden yalnizca siirekli degil, aymi zamanda sigramalr bir
yapiya sahiptir?

v' Brownian hareketi bu dinamikleri a¢iklamakta neden yetersiz
kalmaktadir?

v’ Lévy siiregleri hangi finansal modellerde temel rol iistlenmektedir?

seklinde 6zetlenebilir. Bu sorular, {i¢ alt baslik altinda ayrintili bigimde ele
alinmaktadr.
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6.1. Black—Scholes Modelinin Simirhiliklar:

Black—Scholes modeli, varlik fiyatlarinin geometrik Brownian
hareketine uydugunu varsaymaktadir.

dS; = uS; dt + oS, dW;

Bu model, matematiksel tutarlilig1 ve kapali form ¢éziimleri nedeniyle
finans literatliriinde merkezi bir konum edinmis olsa da, ampirik veriler
incelendiginde ¢esitli siirliliklar oldugu goriilmektedir.

Stireklilik varsayimi ve sigrama yoklugu: Model, fiyatlarin siirekli sekilde
evrim gecirdigini ve ani sicramalar icermedigini varsaymaktadir. Oysa hisse
senetleri, endeksler, doviz kurlar1 ve emtia piyasalari, bilgi akisindaki ani
degisimler, haber etkileri ve beklenmedik kararlar nedeniyle biiyiik
sigramalar sergileyebilir. Brownian hareketi bu tiir sigramali davraniglar
aciklamakta yetersiz kalmaktadir (Cont ve Tankov, 2004).

Getiri dagilimlarmmin normal dagilim varsayimi: Modelde log-getiriler
normal dagilima sahiptir.

InS, ~N()

Gergek piyasa getirileri ise genellikle kalin kuyruklu, asimetrik ve sivri
tepeli dagilim yapisi sergilemektedir. Bu nedenle normal dagilim varsayimi,
finansal getirilerin ampirik 6zelliklerini temsil etmede yetersiz kalmaktadir
(Schoutens, 2003).

Volatilitenin sabit olmasi varsayimi: Finansal piyasalarda volatilite sabit
degildir; zamanla degismekte, kiimelenme davranisi gdstermekte ve yliksek
frekansta belirgin dalgalanmalara sahne olmaktadir. Lévy siiregleri, hem
sigrama bilesenleri hem de oynaklik dinamikleri agisindan daha esnek bir
modelleme ¢ergevesi sunmaktadir.

Kuyruk riskinin yetersiz aciklanmasi: Black—Scholes modeli, ekstrem
fiyat hareketlerinin gerceklesme olasiligini sistematik olarak diigiik tahmin
etmektedir. Bu durum, o&zellikle opsiyon fiyatlamasinda, portfoy risk
Ol¢timiinde ve Value-at-Risk hesaplarinda 6nemli hatalara yol agabilir. Lévy
siiregleri kalin kuyruk yapisii daha gergek¢i bigimde temsil etmektedir
(Cont ve Tankov, 2004).

Sonu¢ olarak Black—Scholes modeli, finansal piyasalarin gbzlenen
bircok temel Ozelligini agiklamada yetersiz kalmaktadir. Bu nedenle
sigramali siireglere dayali alternatif modeller gelistirilmistir (Merton, 1976).
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6.2. Lévy Siireclerinin Finansal Modellemedeki
Rolii

Lévy siirecleri, finansal varliklarin zaman i¢indeki davranisini hem
stirekli hem de sigramal1 bilesenleriyle temsil edebildiginden modern finans
teorisinde Oonemli bir modelleme araglar1 ailesi olusturmaktadir. Finansal
uygulamalardaki 6nemleri agagidaki basliklar altinda degerlendirilebilir.

Sigramali fiyat dinamiklerini dogru temsil etme: Finansal piyasalarda
sikca gozlenen ani fiyat degisimleri, Lévy siireclerinin sicrama bilesenleri
araciligilyla dogal bigimde modellenebilir  Ani  haber etkileri,
makroekonomik veri aciklamalari, iflaslar ve likidite krizleri gibi olaylar
Poisson tipi sigramalar, bilesik Poisson siirecleri veya sonsuz aktivite
siiregleriyle temsil edilebilir.

Kalin kuyruk ve asimetri iiretme kapasitesi: Lévy siirecleri, normal
dagilimim o6tesinde kalan kalin kuyruklu, asimetrik ve sivri tepeli dagilimlar
iiretebilmektedir. Bu o6zellik, finansal getirilerin ampirik yapisiyla biiyiik
6l¢ciide uyumludur (Schoutens, 2003).

Opsiyon fiyatlamada esneklik: Lévy siiregleri, Black—Scholes’in
aciklamakta zorlandig1 volatilite giilimsemesi (smile), volatilite ¢arpikligi
(skew) ve kuyruk davranisi gibi olgular bagarili bigimde modelleyebilir. VG,
NIG, CGMY ve Kou cift iistel sigrama modelleri bu alandaki 6nemli
uygulamalardandir (Barndorff-Nielsen, 1998; Carr vd., 2002).

Risk-notr dl¢ii altinda martingale 6zelligi: Lévy siiregleri uygun telafi
terimleriyle risk-ndtr 6l¢ii altinda martingale haline getirilebilmektedir. Bu
0zellik modern opsiyon fiyatlama teorisinin temel kosullarindan biridir
(Applebaum, 2004).

Sonsuz aktivite ve sonsuz degisim yapilarmin temsili: Brownian
hareketinin temsil edemedigi yiiksek frekanshi fiyat davramiglar, Lévy
siireglerinin esnek yapisi sayesinde daha gergekci bigimde modellenebilir. Bu
nedenle Lévy siiregleri 6zellikle yiiksek frekanshi fiyat modellerinde, mikro-
yap1 giiriiltiisii analizlerinde ve finansal ekonometrik calismalarda genis
kullanim alanina sahiptir.
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6.3. Sicramali ve Sonsuz Aktivite Siireclerine Gegis

Finansal zaman serilerinde yalnizca birka¢ biiyiik sicrama degil, ¢cok
sayida kiigiik sicrama da gozlemlenir. Bu durum, Lévy siire¢lerinin sicrama
yapisina gore iki genis kategoriye ayrilmasinit miimkiin kilmaktadir.

Sigramali-difiizyon modelleri (Sonlu aktivite): Bu modellerde sigrama
say1s1 sonlu olup genellikle Poisson siirecine dayanmaktadir. Ornek olarak;
Merton’un sigramali-difiizyon modeli, bilesik Poisson siire¢leri ve Kou ¢ift
iistel sigrama modeli verilebilir. Kou modelinde sigrama biiytikliigii cift iistel
dagilima sahiptir. Model,

fron =pme Y 150+ (1 —p)ne™¥ 1,

olarak tanimlanmaktadir. Burada p, yukan yonli (pozitif) sigramalarin
olasihgmi; (1 — p), asag1 yonli (negatif) sigramalarin olasihigini; n; > 0 ve
n, > 0 iistel parametrelerini gostermektedir. Pozitif y icin yogunluk
pne MY ve negatif y igin yogunluk ise (1 —p)n,e™Y ile
hesaplanmaktadir (Kou, 2002). Bu modeller biiyiik fakat seyrek sigramalari
yakalayabilmektedir.

Merton’un sigramali-difiizyon modeli ise;

dS; = S (pdt + odW, + (Jp—1) dN;)
seklinde ifade edilmektedir. Burada N;, yogunlugu A olan Poisson siirecini;
J¢, sigrama biiyiikligiini ve In J,~N (u s ajz) gostermektedir (Merton, 1976).

Sonsuz aktivite Lévy siirecleri: Bu siireclerde ¢ok kiiclik sigramalarin
sonsuz sayida ger¢eklesmesine izin verilmektedir. Onemli 6rnekleri arasinda;
VG, CGMY, NIG ve a-stable siiregleri bulunmaktadir (Carr vd., 2002).

Bu modeller, finansal getirilerde gdzlenen yiiksek frekansh kalin kuyruk
ve sivri tepe davraniglarini basarili bigimde temsil etmektedirler (Cont ve
Tankov, 2004; Schoutens, 2003).

Sonsuz aktivite modellerinin énemi: Finansal piyasalar kisa zaman
araliklarinda; ince oynaklik, yogun mikro-hareketlilik ve kii¢iik sigramalarin
yiiksek siklig1 gibi 6zellikler sergilemektedir.

Brownian hareketi bu davranisi yakalayamaz ve Poisson siirecleri ise
yalnizca biliylik sigramalart modelleyebilir. Sonsuz aktivite Lévy siiregleri ise
her iki yapiy1 bir arada temsil edebilen kapsamli modeller sunmaktadir.
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Genel olarak; Lévy siiregleri, finansal varlik fiyatlarinin karmagik
yapisint siirekli ve sigramali bilegenleri bakimindan gercekei bigimde temsil
eden modellerdir. Black—Scholes modelinin sinirliliklarimi agarak volatilite
giilimsemeleri, kalin kuyruklar ve yiiksek frekans davraniglarini
aciklayabilme kapasiteleri sayesinde modern finans teorisinin en giiglii
araglar1 arasinda yer almaktadir.

7. Sonug¢

Bu béliimde, stokastik siireglerin temel kavramlarindan baglayarak Lévy
siireglerinin yapisal Ozelliklerine uzanan kapsamli bir kuramsal cergeve
sunulmustur. Oncelikle stokastik siireglerin tarihsel gelisimi ve deterministik
modellerin karmasik sistemlerdeki belirsizligi aciklamada neden yetersiz
kaldig1 tartisilmis; bu baglamda Paul Lévy’nin 1930’lu yillarda ortaya
koydugu c¢alismalarin modern stokastik modelleme agisindan doniistiiriicii
niteligi vurgulanmistir (Sato, 1999). Boylelikle stokastik siire¢ yaklagiminin
matematiksel temellerinin, 06zellikle finansal ve fiziksel sistemlerin
belirsizlik yapisini temsil etmede neden kritik bir rol oynadigi ortaya
konmustur.

Boliim boyunca Poisson siireci, Brownian hareketi, kompanse Poisson
siireci ve genel sicramali siiregler gibi stokastik siirecler ayrintili bigcimde ele
almmuis; bu siireglerin Lévy siireclerinin yapi taslari oldugu gosterilmistir.
Poisson siirecinin sigramali siireclerin en temel Ornegini olusturmasi,
Brownian hareketinin ise siirekli dalgalanmalarin modellenmesinde temel bir
rol {istlenmesi, Lévy siireglerinin hem siireksiz hem de siirekli bilesenleri
iceren hibrit yapisini anlamada kritik 6nem tagimaktadir. Bu siireglerin ortak
Ozellikleri olan bagimsiz ve duragan artiglarin, Lévy siireglerinin tanimina
dogrudan temel olusturdugu vurgulanmistir (Applebaum, 2004; Cont ve
Tankov, 2004).

Lévy siireclerinin genel yapisi sunulurken Lévy—Khintchine formiilii,
Lévy olgiisii ve Lévy tigliisii ayrintili bigimde agiklanmais; siirecin tamaminin
tek bir kompakt matematiksel ifadeyle tanimlanabilmesini saglayan Lévy—
Khintchine formiiliiniin stokastik siirecler kuramindaki merkezi konumu
ortaya konmustur. Ozellikle Lévy olgiisiiniin sigrama biiyiikliikleri ve
sigrama yogunluklarinin belirlenmesindeki rolii aciklanmis; bu Ol¢iiniin
finansal piyasalarda gozlenen agir kuyruklu ve asimetrik davramglarin
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modellenmesinde neden kritik bir parametre oldugu gosterilmistir
(Schoutens, 2003).

Bu kuramsal agiklamalar Lévy—Ito ayrisimiyla derinlestirilmis, her Lévy
stirecinin siiriikleme terimi, Brownian bileseni, sonsuz sayida kiiciik sigrama
ve seyrek biiyiik sicramalardan olusan dort ana yapi tasina ayrilabildigi
gosterilmistir. Boliimde yer alan sekil ve ornek yoriingeler {izerinden bu
ayrismanin gorsel olarak nasil somutlastigi aciklanmis; siireclerin cadlag
ozellikleri, sicrama aktivitesinin smiflandirilmasi, biiyiikk ve kiiciik
sigramalarin siirecin dinamigine etkileri ve sonsuz aktivite modellerinin
temel Ozellikleri tartisilmistir.

Boliimiin temel bulgularindan biri, Lévy siireglerinin finansal modelleme
acisindan sundugu yiiksek esneklik ve temsil giictidiir. Geleneksel difiizyon
modellerinin agiklamakta yetersiz kaldig1 agir kuyruklu getiriler, volatilite
kiimelenmesi, piyasa ¢okiisleri sirasinda gozlenen ani biiyiikk sigramalar,
asimetrik fiyat davranislar1 ve volatilite giilimsemesi gibi olgularin Lévy
siiregleri cergevesinde dogal olarak ortaya ¢iktigi gosterilmistir (Cont ve
Tankov, 2004). Bu nedenle Lévy siirecleri; opsiyon fiyatlama, risk yonetimi,
portfoy optimizasyonu, yiiksek frekansl islem analizi ve piyasa mikro-yapist
modellemeleri gibi genis bir uygulama alaninda temel yontemlerden biri
haline gelmistir.

Buna ek olarak, stokastik siiregler kuraminin daha genis baglami ele
alinarak, olasilik uzaynin yapisi, filtrasyon kavrami, adaptif siiregler ve
Olciilebilirlik kosullar1 gibi stokastik analizin temel unsurlari sistematik
bigimde tanmitilmigtir. Bu kavramsal gergeve, ilerleyen boliimlerde ayrintili
bicimde islenecek olan It6 integrali, yari-martingale yapilari, stokastik
diferansiyel denklemler ve finansal modelleme uygulamalarinin anlasilmasi
icin gerekli matematiksel altyapiy1 olusturmaktadir.

Sonu¢ olarak bu boliim, stokastik siireglerin teorik temellerinden
baglayarak Lévy siireclerinin karmasik yapisina kadar uzanan kapsaml bir
temel sunmus; hem matematiksel teoriyi hem de finansal uygulamalara
yonelik motivasyonu biitliinciil bir yaklasimla ele almigtir. Bu kuramsal
zemin, sonraki bolimlerde gelistirilecek olan Lévy tabanli finansal
modellerin, opsiyon fiyatlama yontemlerinin ve si¢ramali-difiizyon
siireglerine dayali stokastik diferansiyel denklemlerin anlasilmasina
dogrudan katki saglayacaktir. Izleyen boliimlerde bu teorik yapi, model
tiretimleri, parametrizasyon yontemleri ve finansal veri analizleri
aracilifiyla uygulamali bir ¢cergeveye tagmacaktir.
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